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 سیستم و سیگنال

 سیستمها( تحلیل و )تجزیه

 

 
 

  نژاددکتر محمد هاشمی
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 مطالب فهرست
 دیباچه 

 آید؟می کار   چه به و  چیستی درباره درس این 

o درس این کاربرد   هایزمینه 

  تذکر چند 

 منابع 

 چیست؟ سیگنال 

 چیست؟ سیستم 

 تبدیلها 

 پایه هایسیگنال 

 سیگنال خواص 

 سیستمها خواص 

o بودن دار افظهح 

o پایداری 

o پذیری معکوس 

o بودن علی 

o بودن خطی 

o  ناپذیر  زمان با  تغییر

 دیباچه
 نظیر  هان  زمینه دارند؛ کاربرد   فناوری و  علوم از  گوناگون    هایزمینه در  درس این با  مرتبط مفاهیم 

ل،  مهندسی قدرت، توزی    ع سیستمهای پزشکی، مهندسی هوانوردی، مدار، طراحی داده، انتقال  کنیر

 ویدئو و  صوت تصویر، پردازش

  اک مفهوم دو  در  است، متفاوت هم با  بال  در  شده گفته  کاربردهای  ذات هرچند سیگنال  »د: دارن اشیر

 «و سیستم 

 کاربردها
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  است چگونه سیگنال یک به سیستم یک پاسخ بدانیم میخواهیم کاربردها   از  بسیاری در  

o   اقتصادی سیستم اساس بر  سهام قیمت پیشبین  

o ورودی سیگنال یک به مدار  یک پاسخ  

  باشد  داشته مشخصی پاسخ خاص سیگنالهای به که  کنیم  طراحی سیستمی خواهیممی مواردی در . 

o سیگنال بازیان   برای سیستمی طراحی 

o تصویر( سیگنال)سیگنالهای کیفیت  ارتقاء 

  دیگر  سیستمهای با  ترکیب توسط سیستم یک کاران    بهبود  

 

 بندی بارم •

 15 تکالیف%  

 ها  ٪10کوییر 

 ۳0 – ۲5 میان ترم٪ 

 50-40 م تر  پایان% 

  

ات است با توجه به است و  تقرین  فوق  توجه: بارم بندی ایط قابل تغییر  . شر

کت نکردن در  تحویل ندادن تکالیف و  ها   شر  داردمنف   ینمرهکوییر 

 

 منابع

• Signals and Systems, Oppenheim & Willsky 

• Signals and Systems, Haykin & Van Veen 

 است شده استفاده نیر   MIT اسلایدهای مانند  online منابع از  درس این برای•
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 )سیگنال و سیستم(فصل اول
 چیست؟ سیگنال

 های از  تابعی سیگنال یکی یپدیده یک مورد  در  اطلاعات حاوی مستقل متغیر  : مانند  است، فیر 

o یکی: جریان سیگنالهای  ولتاژ و  الکیر

o سیگنال سیگنالهای :  باشد دیجیتال یا  و  آنالوگ صورت به تواند می هم که  صحبت صونر

o ان سیگنالهای : میر   ویدئو از  فریم یک در  ها پیکسل روشنان   ویدئون 

o سیگنالهای سیگنالهای :  قلب سیگنالهای مغزی، زیسنر

 

 

 های این  .باشند گسسته  و  پیوسته توانند می مستقل متغیر

 وستهیپ یگنالهایس

  یکی سیگنالهای بیشیر  :هستند« پیوسته» نوع از  فیر 

 صونر  سیگنال 

 شعت 

 دما 

 ان  رطوبت میر 

  موشک یک حرکت مسیر 
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 گسسته  سیگنالهای

   دارند گسسته  ماهینر  سیگنالها  برحی: 

 روز هر  در  سهام شاخص 

   آیندمی دست به پیوسته سیگنالهای از  برداری نمونه با  برحی . 

  دیجیتال تصاویر 

  شود؟می استفاده گسسته  سیگنالهای از  چرا 

 فته کامپیوترهای  توسط پردازش قابلیت سیگنالها  این  . دارند را  ها DSP و  پیشر

 

 

: 

 سیگنال ابعاد 

 و  بعدی، دو  بعدی، یک توانند می ها سیگنال ... n باشند بعدی 

o صوت بعدی: سیگنال یک سیگنال 

o بعدی: تصویر دو  سیگنال 

  است بعدی یک سیگنالهایی رو  بر  ما  تمرکز  درس این در . 

 هستند  تعمیم قابل بعدی چند  سیگنالهای در  استفاده برای اصول این . 

 

 سیستم

 دارد  خروحی   عنوان به سیگنال یک ،ورودی سیگنال یک به پاسخ در  سیستم، یک . 

 است گذار   اثر  خروحی   سیگنال بر  سیستم مشخصات . 
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 سیستم از  مثالهای  

 مدار  یک RLC 

 لی  سیستم یک  کنیر

 صدا از  نویز  حذف سیستم 

 صدا از  اکو  حذف سیستم 

 سهام قیمت پیشبین   الگوریتم 

 دیجیتال تصاویر  در  لبه یدهنده تشخیص یک 

 تصویر کیفیت  یدهنده بهبود  یک 

 ده یک  ویدئو یا  تصویر  ساز  فشر

 

  RLCیک مدار 

 

{
𝑅𝑖(𝑡) + 𝐿

𝑑𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡)

𝑖(𝑡) = 𝐶
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡

⇒ 𝐿𝐶
𝑑2𝑦(𝑡)

𝑑𝑡2
+ 𝑅𝐶

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) 

اگر( -فنر  - جرم مکانیکی) سیستم یک  منر
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𝑥(𝑡) - وی وارده  نیر

𝐾 -   ثابت فی 

𝐷 -   ان  ثابت میر

𝑦(𝑡) - جابجان  از نقطه ایستا 

 

 

𝑚
𝑑2𝑦(𝑡)

𝑑𝑡2
= 𝑥(𝑡) − 𝐾𝑦(𝑡) − 𝐷

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
⇒ 

𝑚
𝑑2𝑦(𝑡)

𝑑𝑡2
+ 𝐷

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝐾𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) 

 

 

یکی کاملا متفاوت، دارای مدل ریاض  کاملا یکسان  است سیستمیک   . فیر 

 

  سیستم یک
 
 حراری

 

𝑡 :فاصله در طول میله 

𝑦(𝑡) : دمای مرکز میله بر حسب موقعیت 

𝑥(𝑡) :  0دمای اطراف میله برحسب فاصله از نقطه 

 

 

 

یس یگنال می تقل مسمتغیر   عنوان نمونه مکان  زمان باشد، به جز  تواند چیر 

 لبه آشکارساز  سیستم یک
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 سیگنال انرژی و  توان

 پیوسته زمان سیگنال انرژی :𝐸 = ∫ |𝑥(𝑡)|2𝑑𝑡
𝑡2
𝑡1

 

 گسسته  زمان سیگنال انرژی : 𝐸 = ∑ |𝑥[𝑛]|2
𝑛2
𝑛=𝑛1

 

  :انرژی کلی سیگنال𝐸 = ∫ |𝑥(𝑡)|2𝑑𝑡
∞

−∞
 

  :توان کلی سیگنال𝑃 = lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫ |𝑥(𝑡)|2𝑑𝑡
𝑇

2

−
𝑇

2

 

𝑥(𝑡)مثال : توان سیگنال  = cos(5𝑡)  .را بدست آورید 

𝑃∞ = lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫ |cos(5𝑡)|2𝑑𝑡

𝑇
2

−
𝑇
2

= lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫ |(cos(5𝑡))2|𝑑𝑡

𝑇
2

−
𝑇
2

= lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫ |

1 + cos(10𝑡)

2
| 𝑑𝑡

𝑇
2

−
𝑇
2

=⏞
cos(𝑥)≥−1

lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫

1 + cos(10𝑡)

2
𝑑𝑡

𝑇
2

−
𝑇
2

= lim
𝑇→∞

1

𝑇

(

 
 
(
1

2
𝑡 +

1

20
sin(10𝑡)) |

𝑇

2

−
𝑇

2
)

 
 

= lim
𝑇→∞

1

𝑇
(
𝑇

2
+
1

20
(sin 5𝑇 + sin 5𝑇)) = lim

𝑇→∞

1

𝑇
(
𝑇

2
+
1

20
(2 sin 5𝑇))

=
1

2
+ 0 =

1

2
 

 

 

𝑛1) گسسته:   . شود می تقسیم زمان   یبازه بر  انرژی توان، یمحاسبه برای − 𝑛2 + 𝑡2) پیوسته:  ،(1 − 𝑡1) 

 

 سازی قرینه –سیگنال  تبدیل

𝑥[𝑛]حالت گسسته:    ⟶ 𝑥[−𝑛]                             
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𝑥(𝑡)حالت پیوسته:  ⟶ 𝑥(−𝑡) 

  

 انتقال–سیگنال  تبدیل

𝑥[𝑛]حالت گسسته:    ⟶ 𝑥[𝑛 − 𝛼]    

 

𝑥(𝑡)حالت پیوسته:  ⟶ 𝑥(𝑡 − 𝛼) 

 

 

ده –سیگنال  تبدیل ش  و  سازی فشر  گسن 
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 مثالی از حالت پیوسته: 

 

 

 

 مثالی از حالت گسسته: 
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𝑥در شکل زیر داده شده است. نمودار  𝑥(𝑡)نمودار  : مثال (2 −
𝑡

2
   (سؤال)را بدست آورید.  (

 

𝑥(−𝑡) → 𝑥 (−
𝑡

2
) → 𝑥 (−

𝑡 − 4

2
) → 𝑥 (−(

𝑡

2
) +

4

2
) 

 

 هالیتبد ترکیب

 

 :دکن  کمک  ما  به ها تبدیل یافتر   در  د توانمی خاص نقاط برحی   بررسی

 

 

  ز ا
 
 با  را  t مقدار  زمان   شیفت که  حالی در  دهیم،می قرار  t ، αt جای به مقیاس تغییر  کرد: در   استدلل اینگونه توانمی طرف

β-t و  از  کنیم،می جایگزین  . دارد اولویت مقیاس تغییر  ایی 

 : کرد   استدلل توانمی نیر   دیگر  ایگونه  به
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 متناوب سیگنالهای

ین از  یکی  . هستند  متناوب سیگنالهای سیگنالها، از  دسته مهمیر

 

 

cos(𝑡 + 2𝜋) = cos(𝑡),      sin(𝑡 + 2𝜋) = sin(𝑡) 

 

  فرد و  زوج سیگنالهای

 .نسبت به محور عمودی متقارن باشد که  است زوج سیگنالی

                 

 

)قرینه نسبت به مبدأ  بخش سمت چپ محور عمودی منف  قرینه بخش سمت راست است.  که  است فرد  سیگنالی

 مختصات(

              
 : مثال

• x(t)= cos(t)      زوج 

• x(t)= sin(t)       فرد 

• x(t)= c              زوج 

• x(t)= t              فرد 

 : نوشت فرد  سیگنال یک و  زوج سیگنال یک مجموع صورت به توانمی را  سیگنال هر 

𝐸𝑣{𝑥(𝑡)} =
1

2
{𝑥(𝑡) + 𝑥(−𝑡)} و 𝑂𝑑{𝑥(𝑡)} =

1

2
{𝑥(𝑡) − 𝑥(−𝑡)} 
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ر
 پایه سیگنالهای معرف

 

 (matlabتمرین: رسم نمان  در ). هستند صورت ینه اب سیگنالها  از  بسیاری طبیعت در  : نمان   سیگنالهای

𝑥(𝑡) = 𝐶𝑒𝑎𝑡 

         

 

 سینوسی و  نمان   سیگنالهای

       

 رابطه اویلر       

وقنر             𝑇 = 2𝜋/𝜔0 
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0       

 

𝝎𝟎𝒕 = 𝟎. 𝟓𝒕 ⇒
𝟐𝝅

𝑻
𝒕 = 𝟎. 𝟓𝒕 ⇒ 𝑻 =

𝟐𝝅

𝟎. 𝟓
= 𝟒𝝅 

 نیکه اگر ا  میکن  هیمختلف تجز  یهاس با فرکان نوسییس یهاحاصل را به مولفه نوسییس یر شکل موج غ توانمی: هارمونیک

 مطلب قابل مشاهده است.  نیا زیر . در شکل شوند ل میحاص با هم جمع شوند شکل موج اصلی نوسییس یموجها

اگر فرکانسش دو برابر  -اول  کیمونر هم فرکانس است، ها شکل موج اصلی با که   آن موحی   نوسییس یشکل موجها انیم از 

 ام است.  n کیبرابر باشد هارمون nدوم. اگر  کیهارمونباشد 

 

 

 

𝜑𝑘(𝑡) = 𝑒
𝑗𝑘𝜔0𝑡 , 𝑘 = 0,±1,±2,… 

 

 ایفا  مهمی نقش توابع از  دسته این سیگنالها  تحلیل در  

 . کنند می

ک تناوب یدوره یک دارای فوق توابع  مشیر
2π

𝜔0
 هستند.  
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 گسسته  سینوسی سیگنالهای

 نزدیکی با سیگنالهای سینوسی دارد. سیگنال نمان  مختلط ارتباط 

 

 

 چند مثال از سیگنالهای سینوسی گسسته: 

 

 

 سینوسی یگسسته  سیگنالهای در  تناوب

 : 𝑒𝑗𝜔0𝑡 پیوسته سینوسی سیگنالهای در   •

اتشعت  یابد، فزایشا 𝜔0 مقدار  هرچه -  . شد خواهد  بیشیر  تغییر

 . است متناوب یگنالس 𝜔0 هر ء ازا  به -

 : 𝑒𝑗𝜔0𝑛 گسسته  سینوسی سیگنالهای در  •
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2𝜋و  𝜔0 فرکانس دو  یعن   + 𝜔0   هستند برابر  هم با  عمل در! 

 

 سینوسی یگسسته  توابع در  تناوب

 

 بال چیست؟ 𝑒𝑗𝜔0𝑛 هایدوره تناوب سیگنال

𝑒𝑗𝜔0(𝑛+𝑁) = 𝑒𝑗𝜔0𝑛⟹ 𝑒𝑗𝜔0𝑁 = 1 ⟹ 𝜔0𝑁 = 2𝜋𝑚 ⟹
𝜔0
2𝜋
=
𝑚

𝑁
 

 در صورنر که مقدار 
𝜔0

2𝜋
                          برابر با یک عدد گویا باشد، سیگنال پریودیک است.  

 (سوال) مثال: 
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 cos (
2𝜋𝑛

12
 پریودیک است چون:  (

𝜔0
2𝜋
=
1

12
 

 

cos (
8𝜋𝑛

31
 پریودیک است چون:   (

𝜔0
2𝜋
=
4

31
 

 

cos (
𝑛

6
 پریودیک نیست چون:  (

عدد گویا 
𝜔0

2𝜋
≠ 

 

 رابطه ذیل برقرار است:  متناوب برای یک سیگنال نمان  گسسته

های سیگنال هارمونیک  

 

 : ا نمان  متناوب متمایز وجود دارد ت Nها تنها 𝑘[𝑛]∅در نتیجه برای 

 

 

 های زمان گسسته: سیگنال

ین سیگنال بههای گسسته سیگنالهای دو تا از مهمیر  هستند. پله واحد و  واحد  ض 
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به نوشت روندهجمع پیش توان سیگنال پله واحد را به صورت می  : سیگنال ض 

 

 

𝑢[𝑛]فرمول اگر در  = ∑ 𝛿[𝑚]𝑛
𝑚=−∞  ،تغییر متغیر بدهیم𝑚 = 𝑛 − 𝑘  متغیر جدید𝑘 = 𝑛 −𝑚,  .پس با  است

𝑚به جای  𝑛توجه به محدود بودن  = 𝑘توانیم می ∞− = را داریم و وقنر در  𝑛بگذاریم. همچنتر  در حد بال  ∞

𝑘شود  𝑛که متغیر است برابر   𝑚فرمول اولیه  = 𝑛 −𝑚 = 𝑛 − 𝑛 =  شود. پس: می 0

𝑢[𝑛] = ∑ 𝛿[𝑛 − 𝑘]

0

𝑘=∞

  𝑜𝑟  𝑢[𝑛] = ∑𝛿[𝑛 − 𝑘]

∞

𝑘=0
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اگر یک سیگنال وارد یک سیستم غربالگری )نمونه از یک سیگنال است.  (نمونه برداریغربالگری )یکی از کاربردهای سیگنال ضربه استفاده در 

  شوند.این سیستم ظاهر میبرداری( شود، برخی از نقاط سیگنال ورودی در خروجی 

𝑛گرفتن نمونه از یک سیگنال در نقطه  =  شود:انجام می 𝛿[𝑛]با ضرب آن سیگنال در  0

𝑥[𝑛]𝛿[𝑛] = 𝑥[0]𝛿[𝑛] 

𝑛گرفتن نمونه از یک سیگنال در نقطه  = 𝑛0  با ضرب آن سیگنال در𝛿[𝑛 − 𝑛0] شود:انجام می 

𝑥[𝑛]𝛿[𝑛 − 𝑛0] = 𝑥[𝑛0]𝛿[𝑛 − 𝑛0] 

 

 

 پیوستههای زمان سیگنال

 دارد(  x=0)تابع پله واحد در  سیگنال پله واحد: 
ی

 گسستکی
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𝑢(𝑡) = {
0 𝑡 < 0
1 𝑡 > 0

      

به واحد   (: The continuous-time unit impulse)سیگنال ض 

به است که مرتبط با سیگنال پله است.   یکی از توابع پر کاربرد، سیگنال ض 

𝑢(𝑡) = ∫ 𝛿(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

−∞

       𝛿(𝑡) = {
0              𝑡 ≠ 0,
1(𝑎𝑟𝑒𝑎), 𝑡 = 0,

 

𝛿(𝑡) =
𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
 

 

ی:   بازه انتگرال گیر

ی یک می t>0همانگونه که از شکل مشخص است، برای   شود. صفر می t<0شود و برای نتیجه انتگرال گیر

 

τ) با تغییر متغیر دادن = 𝑡 − 𝜎) : 
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 ای دیگر دید: توان مسئله را به گونهبرای درک بهیر می

 

 

به  (scaled impulse) تغینر مقیاس ضر

 

 

ب با سیگنال نمونه برداری از یک  به:  آنضر  در سیگنال ضر
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ی از تابع پله واحد مثال :   انتگرال گیر

  

 ها و خواص آنهاسیستم

توان یک ماهواره مخابرانر یا یک تلویزیون دانشجویان کم و بیش با نام سیستم آشنا هستند. به عنوان مثالی از سیستم می

 را نام برد. 

 دو تعریف مختلف سیستم: 

 آید. ورودی به دست میسیگنال با انجام تغییر و تحولنر در  آن خروحی  سیگنال فرایندی که  -1

 کنند. مجموعه منظم از اعضان  که به کمک یک دیگر هدف مشخصی را بر آورده می -2

ر سیستم  هااتصال بیر

 های مختلف است. مباحث مهم تحلیل اتصال بتر  سیستمیکی از 

 تر را درست کرد. های پیچیدههای ساده سیستمتوان با استفاده از زیرسیستممی

 

 (سؤال) حافظهی  –حافظه  با  سیستم

 باشد.  وابسته زمان آن در  یورود به تنها  زمان هر  در  آن خروحی   هک  است «حافظهن  » ستمییس•

  : مثال

– 𝑦[n] = (2x[n]‐ x2[n])2 

 . است حافظه بدون عنص ک ی مقاومت –

  حاض   زمان جز  زمان   به خروحی   هک  است «باحافظه» ستمییس•
ی

 . باشد  داشته بستکی
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 معکوس پذیری

اگر معکوس یک سیستم به  د. بدهمجزا و پاسخ خاص مجزا و خاص  ورودیهر به ازاء است که معکوس پذیر سیستمی 

 شود. صورت شی با آن سیستم وصل شود، خروحی  برابر ورودی می

 

 آیا سیستم زیر معکوس پذیر است؟

𝑦[𝑛] = 2 

𝑦[𝑛] = 𝑥2[𝑛] 

 

 

 

 سیستم
ی

 Causalityهای علّ

  »ستمییس
ّ

  نونک  تا  گذشته  زمان یهایورود آن به خروحی   هک  ( استcausal« ) علی
ی

 علییر غ ستمیس واقع در  دارد، بستکی

 . ند کمی ن  یبشیپ را  ندهیآ یهایورود نوعی به

یکیی ستمهایس تمام•  .  ند کمی تکحر  جلو  سمت به زمان . چونهستند  علی ،فیر 

 ! باشد  وابسته آینده یروزهای هاداده به هک  ه،کس متیق ن  یبشیپ ستمیسیک  د،ینک  تصور •

ه یگنالهایس مورد  در  تر  همچن شود،نمی مطرحمکان  ی گنالهایس مورد  در  مفهومی تر  چن•  . بهشود نمی مطرح شده ذخیر

 . ستین زمان جنس از  گنالیس مستقل یر متغ هک  چرا  ندارد، تیاهم تیعل ر،یتصو  پردازش در  مثال عنوان

 اضر یر  فیتعر – علّ یستمهایس

 x(t)→y(t)) ستمیسیک •
ّ

 : اگر  است، ( علی
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𝑥1(𝑡)وقنر  → 𝑦1(𝑡) ،𝑥2(𝑡) → 𝑦2(𝑡)  و𝑥1(𝑡) = 𝑥2(𝑡)  برای همه𝑡 ≤ 𝑡0  :آنگاه 

𝑦1(𝑡) = 𝑦2(𝑡)  برای همه𝑡 ≤ 𝑡0 

 کند. چنتر  سیستمی از قانون علیّت تبعیت می

 هستند؟مثال: کدام یک از سیستم
ّ

 های زیر علی

 

 پایداری

 خروحی   به منجر  محدود  یورود گر ید عبارت به نباشد.  واگرا  محدود  یورود یک آن به پاسخ هک  است« داریپا» ستمییس

 . شود می محدود 

 مثال: سیستم زیر پایدار نیست: 

 

 )سؤال( (Time Invariance (TI)) های تغینر ناپذیر با زمانسیستم

، سانیک یورود به ستمیس . پاسخنباشد  زمان به وابسته آن رد کعمل چنانچه است،« زمان با  ر یناپذییر تغ» ستمیس یک

  است، زمان با  ر یناپذ ییر تغ (x[n]→y [n]) سیستم گسسته باشد.  ثابنر  خروحی  ، زمان از  مستقل

o  اگر𝑥[𝑛] → 𝑦[𝑛]  آنگاه𝑥[𝑛 − 𝑛0] → 𝑦[𝑛 − 𝑛0] 

o  اگر𝑥(𝑡) → 𝑦(𝑡)  آنگاه𝑥(𝑡 − 𝑡0) → 𝑦(𝑡 − 𝑡0) 

 مثال: 

𝑦(𝑡) = 𝑥2(𝑡 + 1)     

𝑥(𝑡 − 𝑡0 + 1)𝑥(𝑡 − 𝑡0 + 1) = 𝑥
2(𝑡 − 𝑡0 + 1), 𝑦(𝑡 − 𝑡0) = 𝑥

2(𝑡 − 𝑡0 + 1) 

 تغییر ناپذیر با زمان 
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𝑦[𝑛] = (
1

2
)
𝑛+1

𝑥3[𝑛 − 1] 

𝑥2[𝑛]اگر ورودی  = 𝑥[𝑛 − 𝑛0]  :باشد آنگاه خروحی  برابر است با𝑦2[𝑛] = (
1

2
)
𝑛+1

𝑥3[𝑛 − 𝑛0 − ، از [1

 :
 
𝑦[𝑛طرف − 𝑛0] = (

1

2
)
𝑛−𝑛0+1

𝑥3[𝑛 − 𝑛0 −  تغییر پذیر با زمانکه این دو با هم برابر نیستند پس سیستم   [1

 است

𝑦(𝑡) = sin[𝑥(𝑡)]      تغییر ناپذیر با زمان 

𝑦[𝑛] = 𝑛𝑥[𝑛]            تغییر پذیر با زمان 

 

 

 های خطی و غنر خطیسیستم

 و  یاقتصاد یستمهایس ستور(یترانز  ود،ی)د مدار  یالمانها برحی   مانند  دارند، خطییر غ یردکعمل ستمها یس از  یار یبس

 . است «خطیی ستمهایس» یرو  بر  ما  ز کتمر  وجود  نیا ا . بما یهواپ یکنامید

 سلف( و  خازن مقاومت، یکییر کال یمدارها هستند. )در  خطی م،یدار  ار ک  و  ش  آنها  با  هک  ن  ستمهایس شیر یب 

 است تر ساده خطی یستمهایس رد کعمل ن  یبشیپ . 

 نیا در  ستمیس رد ک)عمل شود. می انجام یساز  خطی ،ن  هاهمحدود در  ،خطییر غ یستمهایس برحی   لیتحل یبرا 

 شود.(می گرفته  نظر  در  خطی ،محدوده

 های خطیسیستم

 : باشد  superposition تیخاص یدارا هک  صورنر  در  است خطی ستمیس یک

 (بودن همگن و  یر یپذجمع) –

o  اگر𝑥1(𝑡) → 𝑦1(𝑡)  و𝑥2(𝑡) → 𝑦2(𝑡) آنگاه : 

  𝑎𝑥1(𝑡) + 𝑏𝑥2(𝑡) → 𝑎𝑦1(𝑡) + 𝑏𝑦2(𝑡) 

 مثال: 

𝑦[𝑛] = 𝑥2[𝑛]             
ّ

غیر خطی، تغییر ناپذیر با زمان، علی  

𝑦(𝑡) = 𝑥(2𝑡)             
ّ

خطی، تغییر پذیر با زمان، غیر علی  

 (: Superpositionاصل جمع آثار )

𝑖𝑓 𝑥𝑘[𝑛] → 𝑦𝑘[𝑛]      𝑡ℎ𝑒𝑛   ∑𝑎𝑘𝑥𝑘[𝑛]

𝑘

→  ∑𝑎𝑘𝑦𝑘[𝑛]

𝑘

 

 صفر خواهد بود: در یک سیستم خطی پاسخ ورودی صفر همواره 
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0 = 0 × 𝑥[𝑛] → 0 = 0 × 𝑦[𝑛] 
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  (خواص سیستمها) فصل دوم
یکی به این صورت از سیستمکنیم. بسیاری میتمرکز  (LTI) های خطی و تغییر ناپذیر با زماندر ادامه بر روی سیستم های فیر 

 کرد. تحلیل  به راحنر و با دقت توان میشوند. چنتر  سیستمی را میمدل 

 

ید:  LTIمثال: سیستم زمان گسسته   زیر را در نظر بگیر

 

 چقدر است؟ 𝑥2[𝑛]خروحی  سیستم به ازاء ورودی 

 

 با هم رابطه زیر را دارند:  𝑥2[𝑛]و  𝑥1[𝑛]های جواب: سیگنال

 

 داریم: اصل جمع آثار در نتیجه با استفاده از 

 

بنویسیم، برای به دست آوردن پاسخ سیستم های پایه بر اساس یک شی سیگنالدر صورنر که بتوانیم یک سیگنال را 

 است 
 
 را محاسبه کنیم. پایه های سیگنالسیستم به پاسخ کاف
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𝑥[𝑛] =∑𝑎𝑘𝑥𝑘[𝑛]

𝑘

= 𝑎1𝑥1[𝑛] + 𝑎2𝑥2[𝑛] + 𝑎3𝑥3[𝑛] + ⋯ 

𝑦[𝑛] =∑𝑎𝑘𝑦𝑘[𝑛]

𝑘

= 𝑎1𝑦1[𝑛] + 𝑎2𝑦2[𝑛] + 𝑎3𝑦3[𝑛] + ⋯ 

ید:   سیگنال گسسته زیر را در نظر بگیر

 

به گسسته بنویسیم: می  توان این سیگنال را به صورت مجموع وزن دار چند سیگنال ض 
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 در حالت کلی، نمایش ریاض  این مجموع به این صورت است: 

 

𝛿(𝑛به  − 𝑘)گویند. های پایه میها، سیگنال 

به را با   دهند: نشان می ℎ𝑘[𝑛]پاسخ سیگنال ض 

 

 : خطی و تغییر ناپذیر با زمان باشد  سیستماگر 

 

 گویند. میمجموع کانولوشن عبارت سمت راست به 

𝛿[𝑛]اگر سیستم خطی باشد و تغییر ناپذیر با زمان نباشد آنگاه از  → ℎ[𝑛] توان نتیجه گرفت که نمی𝛿[𝑛 − 𝑘] →

ℎ[𝑛 − 𝑘]  به شیفت یافته را با و باید همه دهیم. نشان می ℎ𝑘[𝑛]پس ضفا همانگونه که نامگذاری شد پاسخ ض 

ℎ𝑘[𝑛]ها را جداگانه بدانیم 

 LTIهای جمع کانولوشن در سیستم

 

 

𝑥[𝑘]مراحل محاسبه کانولوشن  ∗ ℎ[𝑘] برای سیگنال گسسته : 

 ها را به تعداد مناسب بنویسید. kلیست  -1

 را لیست کنید.  𝑥[𝑘]ورودی  -2

ℎ[𝑛عنص سمت راست را به دست آورید و  ℎ[−𝑘]رشته معکوس  -3 − 𝑘]  را در ستون عنص سمت چپ𝑥[𝑘] 

 قرار دهید. 

ب می ℎ[𝑘]و  𝑥[𝑘]اعداد متناظر  𝑦[𝑛]برای تولید  -4  کنیم. کنیم و موارد غیر صفر را با هم جمع میرا در هم ض 

5- ℎ  .را یکی به سمت راست شیفت دهید 

 شوند تکرار کنید. ها صفر میرا تا جان  که همه ورودی 5و  4مرحله  -6
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𝑥[𝑘]مثال: کانولوشن دو سیگنال  = ℎ[𝑘]و  [2 1 3] =  (سؤال) را به دست آورید.  [1 2 3]

 حل: 

𝑘: -2 -1 0 1 2 3 4 5 

𝑥[𝑘]   3 1 2    

ℎ[𝑘]   3 2 1    

ℎ[−𝑘] 1 2 3      

ℎ[1 − 𝑘]  1 2 3     

ℎ[2 − 𝑘]   1 2 3    

ℎ[3 − 𝑘]    1 2 3   

ℎ[4 − 𝑘]     1 2 3  

ℎ[5 − 𝑘]      1 2 3 

وع می 1به اضافه  hطول منف  از  kمقدار   2=1+3-کند. در اینجا  از ادامه پیدا می x-1به اضافه طول  hطول شود و تا شر

 کند. ادامه پیدا می 5=1-3+3تا 

𝑦[0] = 3 × 3 = 9 

𝑦[1] = 3 × 2 + 1 × 3 = 9 

𝑦[2] = 3 × 1 + 1 × 2 + 2 × 3 = 11 

𝑦[3] = 1 × 1 + 2 × 2 = 5 

𝑦[4] = 2 × 1 = 2 

 مثال: 

 (تکلیف) کانولوشنهای زیر را به دست آورید: 

𝑥[𝑛] = [1 2 4],                            ℎ[𝑛] = [1 1 1 1 1] → 𝑥[𝑛] ∗ ℎ[𝑛] =? 

𝑥[𝑛] = [2   1   − 2    3    − 4], ℎ[𝑛] = [3 1 2 1 4] → 𝑥[𝑛] ∗ ℎ[𝑛] =? 

به آن LTIیک سیستم   شود. شناخته می  به طور کامل با پاسخ ض 

به  𝑥[𝑛]مثال: در یک سیستم اگر ورودی  ℎ[𝑛]و پاسخ ض  = 𝛿[𝑛 − 𝑛0] خروحی  چیست؟ 

𝑦[𝑛] = 𝑥[𝑛] ∗ 𝛿[𝑛 − 𝑛0] = ∑ 𝑥[𝑘]ℎ[𝑛 − 𝑘]

∞

𝑘=−∞

= ∑ 𝑥[𝑘]𝛿[𝑛 − 𝑛0 − 𝑘]

∞

𝑘=−∞

= 𝑥[𝑛 − 𝑛0] 

به سیستمی با رابطه ورودی 𝑦[𝑛]خروحی  -مثال: پاسخ ض  = ∑ 𝑥[𝑘]𝑛
𝑘=−∞  .را به دست آورید 
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 جواب: 

ℎ[𝑛] = ∑ 𝛿[𝑘]𝑛
𝑘=−∞ = 𝑢[𝑛]          𝑥[𝑛] ∗ 𝑢[𝑛] = ∑ 𝑥[𝑘]𝑛

𝑘=−∞  

 

 تصاعد هندسیمجموع جملات یک 

∑𝑏× 𝛼𝑘
𝑛

𝑘=0

= جمله اول ×
1 − (قدر نسبت)

تعداد جملات

1 − (قدر نسبت)
= 𝑏 ×

1 − 𝑎𝑛+1

1 − 𝑎
 

به نمایش سیگنالهای پیوسته  به صورت توابع ضر

دهی شده از یک شی توان هر سیگنال پیوسته را به صورت مجموع وزنمیبرای بررسی کانولوشن مشابه حالت گسسته، 

 باشد.  𝑥(𝑡)ای از تابع پیوسته تقرین  پله 𝑥فرض کنید  در نظر گرفت.  ایپله پالس

 

 

𝑥(𝜏) = 𝑥(𝑘∆),       𝑘∆< 𝜏 < (𝑘 + 1)∆ 

های تأخیر یافته نوشت. فرض کنید پالس توان سیگنال پیوسته را به صورت ترکیب خطی از پالسهمانند حالت گسسته می

 اصلی به صورت زیر باشد: 

   

 در نمودار بال به صورت زیر است:  ها هر کدام از پله
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𝛿∆(𝑡با توجه به اینکه   − 𝑘∆)∆= 𝑥(𝑡)در نتیجه:  1 = ∑ 𝑥(𝑘∆)𝛿∆(𝑡 − 𝑘∆)∆
∞
𝑘=−∞ 

→∆ : برای دقیق بودن تقریب بال، لزم است که  در نتیجه تساوی بال به این صورت خواهد بود:  0

𝑥(𝑡) = ∫ 𝑥(𝜏)𝛿(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
∞

−∞

 

 LTI (CT LTI)پاسخ سیستم پیوسته در زمان 

 

𝛿(𝑡)) شود می ℎ(𝑡)منجر به خروحی   𝛿(𝑡)در این سیستم ورودی  → ℎ(𝑡) ) .  با توجه به  همچنترLTI بودن سیستم 

یب )  شود. ( هم به خروحی  منتقل می∆𝑥(𝑘∆)ض 

 

به در هر تابع  ب تابع ض  به نمونه برداری می 𝑥(𝑡)، مقدار 𝑥(𝑡)در اثر ض  در نتیجه  𝑥(𝑡)شود و سایر مقادیر در محل ض 

ب اثری ندارد.   ض 

 کانولوشن زمان پیوسته:         

 در شکل زیر را محاسبه کنید:  𝑥(𝑡)به ورودی  ℎ(𝑡)مثال: پاسخ سیستم 
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یم و بسته به مقدار  h(-t)برای محاسبه انتگرال ابتدا توجه داریم که باید پاسخ:  ان همپوشان  دو تابع  tرا در نظر بگیر میر 

 بال سه حالت مختلف را دارد که در زیر نوشته شده است: 

 

 

 برای محاسبه این کانولوشن در متلب از این کد استفاده کنید: 

syms t tau 
x1 = t*(heaviside(t)-heaviside(t-3));  

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑥(𝜏)ℎ(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
+∞

−∞

 𝑡 < −2: 𝑦(𝑡) = 0 (𝑛𝑜 𝑜𝑣𝑒𝑟𝑙𝑎𝑝) 

−2 < 𝑡 < 1: 𝑦(𝑡) = ∫ (−𝜏 + 𝑡)𝑑𝜏
𝑡

−2

 

𝑦(𝑡) = (𝑡 + 2)2/2 

1 < 𝑡 < 2: 𝑦(𝑡) = ∫ (−𝜏 + 𝑡)𝑑𝜏
𝑡

𝑡−3

 

𝑦(𝑡) = −3𝑡 +
9

2
+ 3𝑡 = 4.5 

2 < 𝑡 < 5: 𝑦(𝑡) = ∫ (−𝜏 + 𝑡)𝑑𝜏
2

𝑡−3

 

𝑦(𝑡) = −
𝑡2

2
− 4𝑡 + 5/2 

𝑡 > 5: 𝑦(𝑡) = 0(𝑛𝑜 𝑜𝑣𝑒𝑟𝑙𝑎𝑝) 
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h = heaviside(t+2)-heaviside(t-2);  
y = int(subs(x1,tau)*subs(h,t-tau),tau,[0 t]); 
fplot(x1, 'color','r'); axis([-4 4 -4 4]); hold on 
fplot(h,'Linewidth',2, 'color','g','linestyle','-.');axis([-4 4 -4 4]); grid on 
figure; 
fplot(y); axis([-1 6 -1 5]);grid on 

 

𝑥(𝑡) کانولوشن دو سیگنال  مثالی از کانولوشن:  = 𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡)  وℎ(𝑡) = 𝑢(𝑡)   همانگونه که از  کنید. را محاسبه

 : منف  است همه توابع صفر هستند  tدر قسمنر که شکل مشخص است 

 

 کانولوشن دو سیگنال زیر را محاسبه کنید : مثال

𝑥(𝑡) = 𝑒2𝑡𝑢(−𝑡),   ℎ(𝑡) = 𝑢(𝑡 − 3) 

 

𝑥(𝜏)ℎ(𝑡 − 𝜏) = {
𝑒−𝑎𝜏   0 < 𝜏 < 𝑡
0      𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑒−𝑎𝜏𝑑𝜏
𝑡

0

= −
1

𝑎
𝑒−𝑎𝜏 ቚ

𝑡
0

 

=
1

𝑎
(1 − 𝑒−𝑎𝑡) 

  

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑒2𝜏𝑑𝜏
𝑡−3

−∞

=
1

2
𝑒2(𝑡−3),   𝑡 < 3 

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑒2𝜏𝑑𝜏
0

−∞

=
1

2
,   𝑡 ≥ 3 
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 خصوصیات سیستم: 

به مشخص کننده LTIهای توجه به این که در سیستم با  به باشد، با در اختیار داشتر  ی سیستم میپاسخ ض  پاسخ ض 

 قابل استخراج خواهد بود. ی مشخصات سیستم همه

به مثال ℎ[𝑛]: برای پاسخ ض  = {
1    𝑛 = 0,1

اینصورت  0 درغیر
 وجود دارد:  LTIتنها یک سیستم  

𝑦[𝑛] = 𝑥[𝑛] + 𝑥[𝑛 − 1] 

 :  خاصیت جابجان 

 

 : DT LTI: پاسخ پله یک سیستم مثال

𝑠[𝑛] = 𝑢[𝑛] ∗ ℎ[𝑛] = ℎ[𝑛] ∗ 𝑢[𝑛] ⇒ 𝑠[𝑛] = ∑ ℎ[𝑘]

𝑛

𝑘=−∞

 

 خاصیت توزی    ع پذیری: 

 

 

𝑥[𝑛]: اگر سیگنال مثال = 0.5𝑛𝑢[𝑛] + 2𝑛𝑢[−𝑛]  به ورودی سیستمℎ[𝑛] = 𝑢[𝑛]  اعمال شود، خروحی  به چه

 شود؟صورت می

𝑥1[𝑛] = 0.5
𝑛𝑢[𝑛], 𝑥2[𝑛] = 2

𝑛𝑢[−𝑛] 

𝑦[𝑛] = (𝑥1[𝑛] + 𝑥2[𝑛]) ∗ ℎ[𝑛] 
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𝑦1[𝑛] = ∑ 0.5𝑘
𝑛

𝑘=−∞

𝑢[𝑘] = (
1 − 0.5𝑛+1

1 − 0.5
)𝑢[𝑛],  

 زیر()شکل در محاسبه کانولوشن دو حالت داریم یکی مقادیر صفر و کوچکیر و یکی مقادیر یک و بزرگیر  𝑦2[𝑛]برای 

 

𝑦2[𝑛] = ∑ 2𝑘𝑢[−𝑘]

𝑛

𝑘=−∞

 𝑓𝑜𝑟  𝑛 ≤ 0, 𝑦2[𝑛] = ∑ 2𝑘𝑢[−𝑘]

0

𝑘=−∞

 𝑓𝑜𝑟 𝑛 ≥ 1 

𝑦2[𝑛] = {
2𝑛+1     𝑛 ≤ 0
2           𝑛 ≥ 1

 

 خواص کانولوشن گسسته

 

کت پذیری:   خاصیت شر

 

سیستمها اینکه عملکرد یکی از دوما هیچ کدام از این سیستمها واگرا نباشد اول : در این موارد فرض شده است که نکته

 روی دیگری اثری نداشته باشد. 

 را به دست آورید:  𝑦[𝑛]در سیستم زیر 
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 حل: 

𝑦[𝑛] = (𝑥[𝑛] ∗ ℎ2[𝑛]) ∗ ℎ1[𝑛] = ((𝛿[𝑛] − 𝛼𝛿[𝑛 − 1]) ∗ 𝛼
𝑛𝑢[𝑛]) ∗ sin[8𝑛] 

= (𝛼𝑛𝑢[𝑛] − 𝛼𝑛−1+1𝑢[𝑛 − 1]) ∗ sin[8𝑛] = 𝛼𝑛 × 𝛿[𝑛] ∗ sin[8𝑛]

= 𝛼0 × 𝛿[𝑛] ∗ sin[8𝑛] = sin[8𝑛] 

به به  ،مشخص کننده سیستم است LTIسیستم  با توجه به اینکه پاسخ ض  قابل مشخصات سیستم از روی پاسخ ض 

 تشخیص خواهد بود: 

  :علیت 

ℎ[𝑛] = 0      𝑓𝑜𝑟    𝑛 < 0 

ℎ(𝑡) = 0      𝑓𝑜𝑟    𝑡 < 0 

        :پایداری 

∑ |ℎ[𝑘]|

∞

𝑘=−∞

< ∞                          ∫ |ℎ(𝜏)|𝑑𝜏
∞

𝜏=−∞

< ∞ 

   حافظه بودن:  ن 

ℎ[𝑛] = 𝑘𝛿[𝑛]                   𝑦(𝑡) = 𝑘𝑥(𝑡) 

  :معکوس پذیری 

 

 وجود داشته باشد که رابطه بال برقرار باشد.  ℎ𝑖به طور خلاصه یک 

 

 های زیر پایدار هستند؟کدام یک از سیستم
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 LTIهای پاسخ پله در سیستم

𝑠[𝑛] = 𝑢[𝑛] ∗ ℎ[𝑛] = ∑ ℎ[𝑘]

𝑛

𝑘=−∞

⇒ ℎ[𝑘] = 𝑠[𝑛] − 𝑠[𝑛 − 1] 

𝑠(𝑡) = 𝑢(𝑡) ∗ ℎ(𝑡) = ∫ ℎ(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝜏=−∞

⇒ ℎ(𝑡) =
𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑠′(𝑡) 

به از روی پاسخ پله را نشان میدر این دو   به دست آوردن پاسخ ض 
ی

 دهد. معادله، عبارت سمت راست چگونکی

ایب خطی معادلات دیفرانسیل و تفاضلّهای توصیف شده با سیستم  )دیفرنس( با ضر

 ین سیستم  هستند.  LTIهای یکی از مهمیر

 های پیوسته: در سیستم

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑎𝑦(𝑡) = 𝑏𝑥(𝑡) 

 گسسته: های  در سیستم

𝑦[𝑛] + 𝑎𝑦[𝑛 − 1] = 𝑏𝑥[𝑛] 

 معادلات دیفرانسیل خطی

 ها به صورت زیر است: فرم کلی این سیستم

 

 آیا چنتر  سیستمی پایدار است؟ 

 مثال: 
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 نباشد. پایدار ناممکن است پایدار باشد یا  aبسته به مقدار 

: رابطه ورودی و خروحی  سیستم مثال
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
− 2𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) چیست؟ 

 𝑦ℎهمگن و جواب  𝑦𝑝خصوض پاسخ این سیستم شامل دو قسمت است، جواب 

 آید: ورودی به دست میهمگن با صفر قرار دادن جواب 

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
+ 2𝑦(𝑡) = 0 ⇒ 𝑦ℎ = 𝐴𝑒

−2𝑡𝑢(𝑡)  

 دارد.  𝑥(𝑡)خصوض به جواب 
ی

 و باید آن را داشته باشیم تا پاسخ خصوض را بدست آوریم.  بستکی

𝑡برای  اگر مثلا  > 0، 𝑥(𝑡) = 𝑘𝑒3𝑡  ،برای باشد𝑡 > 𝑦𝑝جوان  را به شکل  0 = 𝑌𝑒
3𝑡  خواهیم داشت که در آن𝑌 

 عددی است که باید تعیتر  شود. با جایگذاری جواب خصوض در معادله دیفرانسیل سیستم خواهیم داشت: 

3𝑌𝑒3𝑡 + 2𝑌𝑒3𝑡 = 𝐾𝑒3𝑡 ⇒ 3𝑌 + 2𝑌 = 𝐾 ⇒ 𝑌 =
𝐾

5
⇒ 

𝑦𝑝(𝑡) =
𝐾

5
𝑒3𝑡, 𝑡 > 0 ⇒ 𝑦(𝑡) = 𝐴𝑒−2𝑡 +

𝐾

5
𝑒3𝑡 

 

𝑥(𝑡)در همتر  مثال، اگر  = 𝐾𝑐𝑜𝑠(𝜔0𝑡)𝑢(𝑡)  :باشد 

𝑦𝑝(𝑡) =
𝐾

√4 + 𝜔0
2
cos(𝜔0 − 𝜃) ⇒ 𝜃 = tan

−1 (
𝜔0
2
) , 𝑦(0) = 𝑦0 

𝑦(𝑡) = 𝑦0𝑒
−2𝑡 +

𝐾

√4 + 𝜔0
2
[cos(𝜔0 − 𝜃) − 𝑒

−2𝑡 cos(𝜃)]𝑢(𝑡) 

 

𝑦(0)سیستم در صورنر خطی خواهد بود که است. این  LTIسیستم  = 0 . 

 

 معادلات تفاضلّ خطی

( صورت است این هان  بهفرم کلی چنتر  سیستم  : )فرم بازگشنر
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 : یابد باشد، معادله به فرم زیر تقلیل می N=0بال  معادلهدر اگر 

 

به چنتر  سیستمی محدود باشد به این سیستم   گویند. می IIRو در غیر این صورت  FIRاگر طول پاسخ ض 

  :ّدیاگرام بلوکی معادلات تفاضل 

 

 فقط جای دوتا  بلوک پشت ش هم را عوض کردیم. برای رسیدن به دیاگرام بال سمت راست، 

-با جابجان  بخش است که در آن بلوکهای جمع )+( کنار هم هستند.  Direct form I structureبلوک بال سمت چپ 

ند و های سمت راست و سمت چپ، بلوکهای تأخیر کنار هم قرار می  دهند. را شکل می Direct form II structureگیر
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 توابع ویژه

به برابر با سیگنال هر سیگنال با کانولوشن دانیم نتیجه  می  : شود سیگنال میهمان ض 

𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡) ∗ 𝛿(𝑡) 

 کوچک است که شکل آن مهم نیست. 
 
به واحد یک سیگنال به اندازه کاف آنچه مهم است نتیجه کانولوشن آنها با تابع ض 

 گوییم. میها توابع ویژه سیگنال ورودی است. به این سیگنال

 دیگرتوابع ویژه و دوبلتهای واحد 

ید که در آن  LTIیک سیستم  به واحد این سیستم برابر خروحی  مشتق ورودی را در نظر بگیر به باشد. پاسخ ض  مشتق ض 

به واحد مشتق دوم همچنتر   گویند. می(𝑢1) دوبلت واحدکه به آن   واحد است 𝑢𝑘و  (𝑢2)ض  = 𝑢1 ∗ … ∗ 𝑢1   که از

k  کردن   بار کانوالو𝑢1 شدهآید. در ادامه دوبلتبه دست می 
 
  اند. های دیگری نیر  معرف
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 مثال: 
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 (متناوب هایگنالیس هیفور یسر) فصل سوم
 های متناوبشی فوریه سیگنال

 چرا آنالیر  فوریه اهمیت دارد؟

  احتیاج داریم. موجود در یک سیگنال های تجزیه و تحلیل فرکانسدر بسیاری از کاربردها به 

  شوند. میمنتقل فرکانس ی دامنهبه )مکان( زمان ی دامنهاز با استفاده از این تئوری یک سیگنال 

 

 : MATLABمثالی از کاربرد تبدیل فوریه در نرم افزار 
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 های پایه: سیگنال

 از سیگنالتوان مناسب میی پایههای با استفاده از سیگنال 
ی

 داد. نمایش را ها دسته بزرگ

  خواهد بود. تر سادهبسیار  ،های مختلفورودیبه پاسخ تحلیل بر این اساس 

  د. مورد استفاده قرار میی متعددی توابع پایهدر عمل  گیر

  .ین دسته از توابع پایه پرداخته خواهد شد  در این بخش به یکی از مهمیر

قادیر حقیفر استفاده کند فقط م)در این تبدیل که تصویر را از حوزه مکان به فرکانس تبدیل می تصاویر پایه تبدیل کسینوسی

 (آید. دست میدار تصاویر پایه بهشود و هر بخش به صورت مجموع وزنهای کوچکیر تقسیم می، تصویر به بخششوند می
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 توابع ویژه و خواص آن: 

 

 : توابع ویژه نوشتدر صورنر که بتوان یک تابع را به صورت مجموع 

 

𝑒(𝑥+𝑗𝑦)𝑡   توابع نمای  مختلط زمان پیوسته = 𝑒𝑠𝑡 
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(𝑡)∅توابع به شکل  LTIهای در سیستم = 𝑒𝑠𝑡  که(𝑠  .توابع ویژه هستند )عدد مختلط است 

𝑥) توابع نمای  مختلط زمان گسسته + 𝑗𝑦)𝑛 = 𝑧𝒏 

 

(𝑡)∅توابع به شکل  LSIهای در سیستم = 𝑧𝑛  که(𝑧  .توابع ویژه هستند )عدد مختلط استLSI  مخففLinear 

Shift Invariant  است که معادل برای سیستمهای گسستهLTI های پیوسته است. در سیستم 

 های متناوب: سری فوریه سیگنال

𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡 + 𝑇)   ها𝑡 برای همه 

ین  -  شود. گفته میپریود اساسی  ، Tبه کوچکیر

- ω0 =
2𝜋

𝑇
 ، فرکانس اساسی است. 

 داد. فوریه نمایش توان با کمک شی را میهر سیگنال متناوب  -

 رود: به کار می Tی تناوب توابع پایه زیر برای نمایش سیگنال متناوب با دوره

 

 شود: ی شی فوریه به این صورت نمایش داده میبا استفاده از توابع پایه 𝑥(𝑡)سیگنال متناوب 

 

𝑥(𝑡) = 𝑎0𝑒
𝑗×0×𝜔0 + 𝑎1𝑒

𝑗×1×𝜔0 +⋯+ 𝑎𝑛𝑒
𝑗𝑛𝜔0 = 𝑎0 + 𝑎1𝑒

𝑗𝜔0 +⋯+ 𝑎𝑛𝑒
𝑗𝑛𝜔0   

ایب  ایب شی فوریه  𝑎𝑘ض  )هارمونیک اساسی  یمؤلفه 𝑎±1 جمله متناظر با  ،DC یمؤلفه 𝑎0شوند. نامیده میض 

 ام هستند. nهارمونیک ی مؤلفه 𝑎±𝑛 و جمله متناظر با  اول(

ایب سری فوریه   مثال:  –محاسبه ضر
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ایب شی فوریه 𝑥(𝑡)ی تابع ض  = cos(4𝜋𝑡) + 2 sin(8𝜋𝑡)  .را محاسبه کنید 

𝑥(𝑡) =
1

2
[𝑒𝑗4𝜋𝑡 + 𝑒−𝑗4𝜋𝑡] +

1

𝑗
[𝑒𝑗8𝜋𝑡 − 𝑒−𝑗8𝜋𝑡] 

𝜔0 = 4𝜋   𝑇 =
2𝜋

4𝜋
=
1

2
    𝑎0 = 0    𝑎1 =

1

2
    𝑎−1 =

1

2
    𝑎2 =

1

𝑗
    𝑎−2 = −

1

𝑗
 

 عمل کرد: نیر  زیر  هایتوان به شیوهاز شی فوریه می با استفادهنمایش توابع حقیفر برای 

 

ایب سری فوریه -۱-۳  محاسبه ضر

𝑥(𝑡) = ∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗𝑘𝜔0𝑡

∞

𝑘=−∞

 

ب می 𝑒−𝑗𝑛𝜔0𝑡طرفتر  را در   کنیمض 

𝑥(𝑡)𝑒−𝑗𝑛𝜔0𝑡 = ∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗𝑘𝜔0𝑡

∞

𝑘=−∞

𝑒−𝑗𝑛𝜔0𝑡 

یماز طرفتر  انتگرال می  گیر

∫ 𝑥(𝑡)𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑡𝑑𝑡
𝑇

0

= ∫ ∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗(𝑘−𝑛)𝜔0𝑡

∞

𝑘=−∞

𝑑𝑡
𝑇

0

= ∑ 𝑎𝑘

∞

𝑘=−∞

[∫ 𝑒𝑗(𝑘−𝑛)𝜔0𝑡𝑑𝑡
𝑇

0

] 

 با استفاده از فرمول اویلر داریم: 

 ∫ 𝑒𝑗(𝑘−𝑛)𝜔0𝑡𝑑𝑡
𝑇

0
= ∫ cos((𝑘 − 𝑛)𝜔0𝑡) 𝑑𝑡

𝑇

0
+ 𝑗 ∫ sin((𝑘 − 𝑛)𝜔0𝑡) 𝑑𝑡

𝑇

0
 

∫         در یک دوره تناوب cos(x)و  sin(x)سطح زیر منحن   𝑒𝑗(𝑘−𝑛)𝜔0𝑡𝑑𝑡
𝑇

0
= {
𝑇,    𝑘 = 𝑛
0,    𝑘 ≠ 𝑛

  

 در نتیجه: 

∑ 𝑎𝑘

∞

𝑘=−∞

[∫ 𝑒𝑗(𝑘−𝑛)𝜔0𝑡𝑑𝑡
𝑇

0

] = 𝑇𝑎𝑛 

ایب سری فوریه:  -۲-۳  ضر
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𝑎𝑘 =
1

𝑇
∫ 𝑥(𝑡)𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑡𝑑𝑡
𝑇

0

 

 : شی فوریه سیگنال زیر را محاسبه کنید: مثال

𝑥(𝑡) = {
1,            |𝑡| < 𝑇1

0,    𝑇1 < |𝑡| <
𝑇

2

 

 

 حل: 

   𝑎0که مقدار میانگتر  سیگنال است    DCمؤلفه  =
1

𝑇
∫ 1𝑑𝑡
𝑇1

−𝑇1
=
2𝑇1

𝑇
 

𝑎𝑘 =
1

𝑇
∫ 𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑡𝑑𝑡
𝑇1

−𝑇1

= −
1

𝑗𝑘𝜔0𝑇
𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑡|

𝑇1
−𝑇1

=
2

𝑘𝜔0𝑇
(
𝑒𝑗𝑘𝜔0𝑇1 − 𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑇1

2𝑗
) 

=
2 sin(𝑘𝜔0𝑇1)

𝑘𝜔0𝑇
=
sin(𝑘𝜔0𝑇1)

𝑘𝜋
=
sin (𝑘

2𝜋
𝑇
𝑇1)

𝑘𝜋
= 𝑑

sin(𝜋𝑘𝑑)

𝑘𝜋𝑑
 

 توان نوشت: به این صورت هم میپس 

𝑎𝑘 = 𝑑 sin𝑐 𝑘𝑑
𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒
→    𝑑 =

2𝑇1
𝑇
 (𝐷𝑢𝑡𝑦 𝑐𝑦𝑐𝑙𝑒) 

 (euler's formulaنکته: فرمولهای اویلر )

cos 𝜃 =
1

2
(𝑒𝑗𝜃 + 𝑒−𝑗𝜃)    sin 𝜃 =

1

2𝑗
(𝑒𝑗𝜃 − 𝑒−𝑗𝜃) 

                     𝑒𝑗𝜃 = cos 𝜃 + 𝑗 sin 𝜃 

 : MATLABهای فوق در نرم افزار نمایش سیگنال
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یب  سیگنال زوج  کند. توجه داشته باشید کهاضافه می yرا به  هارمونیکها  کند و را محاسبه می 𝑎𝑘این برنامه تا صد ض 

𝑎𝑘است و  = 𝑎−𝑘 ایب قرینه با هم به است، در کد نوشته شده، هارمونیک  شوند. اضافه می yهای مربوط به این ض 

𝑎𝑘 ها به این صورت هستند : 
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 همگرای  سری فوریه: 

یم را به صورت ترکین  از توابع نمان  در نظر می x(t)برای بررسی صحت عملکرد شی فوریه، تخمین  از سیگنال مربعی  گیر

 کنیم: را محاسبه می e(t)و خطای تخمتر  

𝑥𝑁(𝑡) = ∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗𝑘𝜔0𝑡

𝑁

𝑘=−𝑁

 

 

𝐸𝑁  ان معیار به عنوان انرژی خطا در یک دوره تناوب است که با بزرگیر شدن  خطا استفاده شد. ی برای مشخص کردن میر 

Nشود. ، خطا کوچکیر می 

ایب، واگرا ممکن است انتگرال مربوط به   همگرا نشود.   𝑥(𝑡)شود و در بعصی  حالت شی به دست آمده به ض 

ایط   برای موجود بودن سری فوریهدریکله سرر

1- x(t)  آن در یک دوره کمیر از بینهایت باشد( قدر مطلقانتگرال ) باشد. انتگرال پذیر به طور مطلق در یک دوره 

 

ایب محدود هستند. سیگنال  𝑥(𝑡)پس ض  =
1

𝑡
,   0 < 𝑡 ≤ ط اول دریکله را نقض می 1  کند. شر

 داشته باشد.  تعداد محدودی نقاط مینیمم و ماکزیممبه طور مطلق در یک دوره  -۲
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ط را نقض می  کند: سیگنال زیر این شر

 

 محدود در یک دوره تناوب تعداد نقاط   -۳
ی

 داشته باشد. گسستکی

𝑥(𝑡)سیگنال مثال:  = ∑ 𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇)∞
𝑛=−∞  :را بر اساس شی فوریه بنویسید 

 حل: 

𝑎𝑘 =
1

𝑇
∫ 𝛿(𝑡)𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑡𝑑𝑡
𝑇/2

−𝑇/2

=
1

𝑇
     𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑘 ⇒ 𝑥(𝑡) =

1

𝑇
∑ 𝑒𝑗𝑘𝜔0𝑡
𝑁

𝑘=−𝑁

 

 دارای فاز و اندازه یکسان  هستند.  ها همه مؤلفه

 برخر خواص سری فوریه پیوسته
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 شود. آخرین مورد مربوط به تجزیه زوج و فرد می

 

 

ب:   ض 

 

 اثبات: 

𝑥(𝑡)𝑦(𝑡) =∑𝑎𝑙𝑒
𝑗𝑙𝜔0𝑡

𝑙

∑𝑏𝑚𝑒
𝑗𝑚𝜔0𝑡

𝑚

=∑∑𝑎𝑙𝑏𝑚𝑒
𝑗(𝑙+𝑚)𝜔0𝑡

𝑚𝑙

𝑙+𝑚=𝑘
→    ∑[∑𝑎𝑙𝑏𝑘−𝑙

𝑙

] 𝑒𝑗(𝑘)𝜔0𝑡

𝑘

 

 kنوشته شد  k-lاز منف  بینهایت تا بینهایت است در محدوده سیگما به جای  kدر بال چون محدوده 

ی شود چه در فرکانس اندازه حوزهانرژی چه در : رابطه پارسوال  نخواهد داشت:  حوزهگیر
ر
 زمان فرف

1

𝑇
∫ |𝑥(𝑡)|2𝑑𝑡
𝑇

= ∑ |𝑎𝑘|
2

∞

𝑘=−∞

 

 انرژی متوسط سیگنال --- ام kانرژی هارمونیک 

 ملاحظه شود.  ۲۲۱صفحه  ۱-۳جدول 

ایب شی فوریه را برای سیگنال زیر محاسبه کنید:  : مثال  ض 

𝑥(𝑡) = {
1   0 ≤ 𝑡 < 1
−1    1 ≤ 𝑡 < 2

       ,      𝑇0 = 2 

 

 (: روش دیگر با استفاده از شیفت یافته سیگنال)مثال 
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 برای سیگنال مشابه شیفت یافته داریم: 

𝑥1 = {
1   0 ≤ 𝑡 < 1
0    1 ≤ 𝑡 < 2

  ,      𝑎1𝑘 =
sin (

𝑘𝜋
2
)

𝑘𝜋
𝑒−𝑗𝑘

𝜋
2 =

1

𝑗𝑘𝜋
, 𝑘   فرد 

 

𝑥(𝑡) = 𝑥1(𝑡) − 𝑥1(𝑡 − 1)     𝑎𝑘 = 𝑎1𝑘[1 − 𝑒
−𝑗𝑘𝜋] = {

0          𝑘  زوج

2𝑎1𝑘   𝑘  فرد
 

ایب شی فوریه را ب: )با استفاده از مشتق( روش سوم  سیگنال زیر محاسبه کنید.  رایض 

𝑥(𝑡) = {
1   0 ≤ 𝑡 < 1
−1    1 ≤ 𝑡 < 2

       ,      𝑇0 = 2 

 

 : (سؤال) اطلاعات زیر در دست است x(t)از : مثال

 حقیفر است.  -1

 متناوب است T=4با  -2

ایب شی فوریه به ازاء  -3 |𝑘|ض  >  صفر است.  1

ایب شی فوریه سیگنال با  -4 𝑏𝑘 ض  = 𝑒
−𝑗𝑘

𝜋

2𝑎−𝑘  .فرد است 

داریم:  -5
1

4
∫ |𝑥(𝑡)|2𝑑𝑡
4

=
1

2
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 است. ب  x(t)این اطلاعات برای شناسان  
 
یب کاف  سوم، این سیگنال حداکیر سه ض 

ی
غیر  𝑎1و  𝑎−1 ،𝑎0ا اساس ویژگ

یم: از بند دوم نتیجه میصفر دارد.  𝑥(𝑡)گیر = 𝑎0 + 𝑎1𝑒
𝑗𝜋𝑡/2 + 𝑎−1𝑒

−𝑗𝜋𝑡/2 

یم بر اساس بند اول، نتیجه می 𝑎1حقیفر است و  𝑎0گیر = 𝑎−1
ی توان  در نتیجه ∗ در یک منف   e)چون با مزدوج گیر

ب می ب شده است(شود، ض   : در داخل پرانیر  توان در یک منف  ض 

𝑥(𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑒
𝑗𝜋𝑡/2 + (𝑎1𝑒

𝑗𝜋𝑡
2 )

∗

= 𝑎0 + 2ℜ𝑒{𝑎1𝑒
𝑗𝜋𝑡/2} 

ایب  𝑥(−(𝑡در بند چهارم مربوط به سیگنال  𝑏𝑘ض  − هستند که حقیفر است. چون معکوس کردن و شیفت  ((1

یم: پنجم نتیجه میاز بند دهد و زمان  متوسط توان را در یک دوره تناوب تغییر نمی گیر
1

4
∫ |𝑥(−𝑡 + 1)|2𝑑𝑡
4

=
1

2
 

یم: سپس از قضیه پارسوال نتیجه می  گیر

|𝑏1|
2 + |𝑏−1|

2 =
1

2
 

𝑥(−(𝑡چون  − ایب فرد و موهومی هستند لذا  ((1 𝑏0 حقیفر و فرد است، ض  = 𝑏1− و  0 = 𝑏−1  سپسو 

|𝑏1|
2 + |−𝑏1|

2 =
1

2
⇒ 2|𝑏1|

2 =
1

2
⇒ |𝑏1|

2 =
1

4
⇒ |𝑏1| =

1

2
⇒ 

 

 𝑏1  برابر است باj/2  یا–j/2 . 

یم که: نتیجه می 4سپس از بند  𝑎0گیر = 𝑎1و   0 = 𝑒
−𝑗𝜋/2𝑏−1 = −𝑗𝑏−1 = 𝑗𝑏1 =  در نتیجه:  ±1/2

𝑥(𝑡) = ±cos(𝜋𝑡/2) 

ایب شی فوریه سیگنال مثلنر زیر را به دست بیاورید. : مثال  )سوال(ض 

 

 به دست آوردیم: با استفاده از شی فوریه موج مربعی که در قبل 
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 کانولوشن دو سیگنال زیر را محاسبه کنیم.(خواهیم  )می کانولوشن پریودیک: 

 

 شود. در این حالت کانولوشن تنها در یک دوره از پریود گرفته می

 

 سیگنال حاصل پریودیک است. 

 

 : گسستهزمان  متناوب سری فوریه سیگنالهای  -۳-۳
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𝑥[𝑛زمان گسسته و متناوب است:   𝑥[𝑛]سیگنال  + 𝑁] = 𝑥[𝑛]         𝜔0 =
2𝜋

𝑁
  

 شود: است ظاهر می 𝑁که دارای دوره تناوب   𝑒𝑗𝜔𝑛در شی فوریه تنها 

𝜔𝑁 = 𝑘2𝜋 ⟷ 𝜔 = 𝑘𝜔0, 𝑘 = 0,±1,±2, … 

 سیگنال اینچنین  وجود دارد.  Nدانیم که تنها می

 

 های گسسته در حالت کلی به این صورت است: شی فوریه سیگنال

𝑥[𝑛] = ∑ 𝑎𝑘∅𝑘[𝑛]

𝑘=<𝑁> 

= ∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗𝑘𝜔0𝑛

𝑘=<𝑁> 

= ∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗𝑘
2𝜋
𝑁 𝑛

𝑘=<𝑁> 

 

 دهیم. نشان می 𝑘[𝑛]∅های پایه را با سیگنال

ایب فوریه برای بررسی وجود   N) کنیم. مقدار متوالی محاسبه می Nرا برای  𝑥[𝑛]برای یک سیگنال و محاسبه آنها، ض 

 مجهول( Nمعادله، 

𝑥[𝑛] = ∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗𝑘𝜔0𝑛

𝑘=<𝑁> 

     ⇓ 

𝑥[0] = ∑ 𝑎𝑘
𝑘=<𝑁> 

,    𝑥[1] = ∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗𝑘𝜔0

𝑘=<𝑁> 

,   𝑥[2] = ∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗2𝑘𝜔0

𝑘=<𝑁> 

 

, … , 𝑥[𝑁 − 1] = ∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗(𝑁−1)𝑘𝜔0

𝑘=<𝑁> 

 

ایب از این رابطه استفاده می  کنیم: برای محاسبه ض 

∑𝑎𝑛
𝑁−1

𝑛=0

= {

𝑁            ,   𝑎 = 1

1 − 𝑎𝑁

1 − 𝑎
  ,   𝑎 ≠ 1

 

𝑎حال اگر  = 𝑒𝑗𝑘𝜔0 (90-۳)رابطه خواهیم داشت : 

∑ 𝑒𝑗𝑘𝜔0𝑛

𝑛=<𝑁>

= ∑(𝑒𝑗𝑘𝜔0)𝑛
𝑁−1

𝑛=0

= ∑(𝑒𝑗𝑘2𝜋/𝑁)
𝑛

𝑁−1

𝑛=0

= {

𝑁     ,   𝑘 = 0,±𝑁,±2𝑁

1 − 𝑒𝑗𝑘(2𝜋/𝑁)𝑁

1 − 𝑒𝑗𝑘𝜔0
= 0  ,   𝑎 ≠ 1

 

 داریم: 
 
 از طرف
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𝑥[𝑛] = ∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗𝑘𝜔0𝑛

𝑘=<𝑁> 

= ∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗𝑘
2𝜋
𝑁
𝑛

𝑘=<𝑁> 

 

∑ 𝑥[𝑛]𝑒−𝑗𝑚𝜔0𝑛

𝑛=<𝑁> 

= ∑ ( ∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗𝑘𝜔0𝑛

𝑘=<𝑁>

)𝑒−𝑗𝑚𝜔0𝑛

𝑛=<𝑁>

= ∑ 𝑎𝑘 ( ∑ 𝑒𝑗(𝑘−𝑚)𝜔0𝑛

𝑛=<𝑁>

)

𝑘=<𝑁>

= 𝑁𝑎𝑘 

𝑘( مقدار داخل سیگما فقط در 90-۳چون با توجه به رابطه ) = 𝑚  .مقدار غیر صفر دارد 

𝑎𝑘 =
1

𝑁
∑ 𝑥[𝑛]𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑛

𝑛=<𝑁> 

=
1

𝑁
∑ 𝑥[𝑛]𝑒−𝑗𝑘

2𝜋
𝑁
𝑛

𝑛=<𝑁> 

 

𝑎𝑘+𝑁 = 𝑎𝑘 

 شی فوریه سیگنال زیر را محاسبه کنید: : مثال

𝑥[𝑛] = cos (
𝜋𝑛

8
) + cos (

𝜋𝑛

4
+
𝜋

4
) 

𝑁 = 16,𝜔0 =
𝜋

8
 

𝑥[𝑛] =
1

2
[𝑒𝑗𝜔0𝑛 + 𝑒−𝑗𝜔0𝑛] +

1

2
[𝑒
𝑗𝜋
4 𝑒𝑗2𝜔0𝑛 + 𝑒−

𝑗𝜋
4 𝑒−𝑗2𝜔0𝑛] ⟹ 

𝑎0 = 0,   𝑎1 =
1

2
,   𝑎−1 =

1

2
,   𝑎2 =

𝑒
𝑗𝜋
4

2
,   𝑎−2 =

𝑒−
𝑗𝜋
4

2
,   𝑎3 = 𝑎−3 = 0 

𝑥[𝑛]شی فوریه سیگنال : مثال = 𝑠𝑖𝑛(𝜔0𝑛)  .را محاسبه کنید  

اول اینکه دو حالت ممکن است اتفاق بیافتد. 
𝜔0

2𝜋
=
1

𝑁
 باشد 

𝜔0
2𝜋
=
1

𝑁
⇒ 𝜔0 =

2𝜋

𝑁
⟹ 𝑥[𝑛] =

1

2𝑗
𝑒
𝑗(
2𝜋
𝑁
)𝑛
−
1

2𝑗
𝑒
−𝑗(

2𝜋
𝑁
)𝑛
⟹ 

𝑎1 =
1

2𝑗
,   𝑎−1 = −

1

2𝑗
 

𝑁به عنوان مثال اگر  = ایب هر باشد،  5  شوند: واحد یک بار تکرار می 5همانند شکل زیر ض 
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یم که اکنون حالنر را در نظر میحالت دوم:  گیر
2𝜋

𝜔0
گ ندارند. دو عدد صحیبرابر نسبت    ح هستند که هیچ عامل مشیر

𝜔0 =
𝑀

𝑁
2𝜋 ⟹ 𝑥[𝑛] =

1

2𝑗
𝑒
𝑗𝑀(

2𝜋
𝑁
)𝑛
−
1

2𝑗
𝑒
−𝑗𝑀(

2𝜋
𝑁
)𝑛
⟹ 𝑎𝑀 =

1

2𝑗
,   𝑎−𝑀 = −

1

2𝑗
 

 

به زیر را بدست آورید: : مثال  شی فوریه قطار ض 

 

𝑥[𝑛] = ∑ 𝛿[𝑛 − 𝑘𝑁]

∞

𝑘=−∞

 

𝑎𝑘 =
1

𝑁
∑ 𝑥[𝑛]𝑒−𝑗𝑘

2𝜋
𝑁
𝑛

𝑁1

𝑛=−𝑁1 

=
1

𝑁
 

 

 (سوال) سیگنال زیر را محاسبه کنید: شی فوریه : مثال

 

ایب از این رابطه استفاده می  کنیم: برای محاسبه ض 

∑𝑎𝑛
𝑁−1

𝑛=0

= {

𝑁            𝑖𝑓   𝑎 = 1

1 − 𝑎𝑁

1 − 𝑎
  𝑖𝑓   𝑎 ≠ 1
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𝑎𝑘 =
1

𝑁
∑ 𝑒−𝑗𝑘

2𝜋
𝑁
𝑛

+𝑁1

𝑛=−𝑁1 

=
1

𝑁
∑ (𝑒−𝑗𝑘

2𝜋
𝑁 )

𝑛−𝑁1
2𝑁1

𝑛=0 

=

{
 
 

 
 
2𝑁1 + 1

𝑁
                                                𝑘 = 𝑚𝑁

1

𝑁

𝑒−𝑗𝑘
2𝜋
𝑁
(𝑁1) − 𝑒−𝑗𝑘

2𝜋
𝑁
(𝑁1+1)

1 − 𝑒−𝑗𝑘
2𝜋
𝑁

            𝑘 ≠ 𝑚𝑁

 

=
1

𝑁

𝑒−𝑗𝑘
𝜋
𝑁 {𝑒

−𝑗𝑘
2𝜋
𝑁
(𝑁1+

1
2
)
− 𝑒

−𝑗𝑘
2𝜋
𝑁
(𝑁1+

1
2
)
}

𝑒−𝑗𝑘
𝜋
𝑁 (𝑒𝑗𝑘

𝜋
𝑁 − 𝑒−𝑗𝑘

𝜋
𝑁)

⟹ 

𝑎𝑘 =

{
 

 
2𝑁1 + 1

𝑁
                                        𝑘 = 𝑚𝑁

1

𝑁

sin[2𝜋𝑘(𝑁1 + 1/2)/𝑁]

sin(𝜋𝑘/𝑁)
      𝑘 ≠ 𝑚𝑁

 

 
 

 های سری فوریه گسستهویژکی

 شبیه خواص شی فوریه پیوسته است. 
ً
 خواص شی فوریه گسسته دقیقا

𝑥[𝑛] ⟷ 𝑎𝑘   , 𝑦[𝑛] ⟷ 𝑏𝑘 

 : خطی بودن -

𝛼𝑥[𝑛] + 𝛽𝑦[𝑛] ⟷ 𝛼𝑎𝑘 + 𝛽𝑏𝑘 

 : زمان حوزهدر شیفت  -

𝑥[𝑛 − 𝑛0] ⟷ 𝑎𝑘𝑒
−𝑗𝑘(

2𝜋
𝑁
)𝑛0 

 : فرکانس حوزهدر شیفت  -

𝑒
𝑗𝑀(

2𝜋
𝑁
)𝑛
𝑥[𝑛] ⟷ 𝑎𝑘−𝑀 

 : زمان   قرینه کردن -

𝑥[−𝑛] ⟷ 𝑎−𝑘 

 : پریودیککانولوشن  -

∑ 𝑥[𝑟]𝑦[𝑛 − 𝑟]

𝑟=<𝑁>

⟷𝑁𝑎𝑘𝑏𝑘 

ی -  : مزدوج گیر
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𝑥∗[𝑛] ⟷ 𝑎−𝑘
∗  

 باشد: حقیفر  𝑥[𝑛]اگر  -

{
 
 

 
 
𝑎−𝑘 = 𝑎𝑘

∗                      

𝑅𝑒{𝑎𝑘} = 𝑅𝑒{𝑎−𝑘}    

𝐼𝑚{𝑎𝑘} = −𝐼𝑚{𝑎−𝑘}

|𝑎𝑘| = |𝑎−𝑘|                
∢𝑎−𝑘 = −∢𝑎𝑘             

  

 

 

 های پریودیکبرای سیگنال پارسوالقضیه  -

1

𝑁
∑ |𝑥[𝑛]|2

𝑛=<𝑁> 

= ∑ |𝑎𝑘|
2

𝑛=<𝑁> 

 

 مقیاس زمان   -

𝑥(𝑚)[𝑛] = {
𝑥 [
𝑛

𝑚
]     𝑛 𝑖𝑠 𝑎 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑒 𝑜𝑓 𝑚

0       𝑛 𝑖𝑠 𝑛𝑜𝑡 𝑎 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑒 𝑜𝑓 𝑚
⟷

1

𝑚
𝑎𝑘 

 تفاضل -

𝑥[𝑛] − 𝑥[𝑛 − 1] ⟷ (1 − 𝑒𝑗𝑘𝜔0)𝑎𝑘 

 مجموع -

∑ 𝑥[𝑘]

𝑛

𝑘=−∞

⟷ (
1

1 − 𝑒𝑗𝑘𝜔0
) 𝑎𝑘 

 پاسخ فرکانسی

 در حالت پیوسته: 
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 در حالت گسسته: 

 

 فیلن  کردن

گویند. اندازه آنها را تغییر دهیم. به چنتر  فرایندی فیلیر کردن می یا ها را حذف کرده و در برحی  کاربردها لزم است برحی  فرکانس

های انتخاببه اولی  های شکل دهی فرکانس Frequency selective filteringفرکانس ) فیلیر ( و به دومی فیلیر

(Frequency shaping filteringمی ) .گویند 

های پایتر  گذر: 
 فیلیر
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 فیلیر بالگذر: 

 

 برای همه فرکانسهان  که باید عبور دهد به طور یکسان عمل می
در شکل زیر این نوع فیلیر نمایش  کند در حالت ایده آل فیلیر

 : داده شده است

 

ایب آن برابر هستند با:  7سیگنالی حقیفر و فرد است با دوره تناوب  x[n]سیگنال : مثال  و برحی  از ض 

𝑎15 = 𝑗,    𝑎16 = 2𝑗,    𝑎17 = 3𝑗 

ایب دیگر آن را بنویسید.   ض 

𝑎0 = 0,   𝑎1 = 𝑎15 = 𝑗,   𝑎2 = 𝑎16 = 2𝑗,   𝑎3 = 𝑎17 = 3𝑗 

𝑎−1 = 𝑎1
∗ = −𝑗,   𝑎−2 = 𝑎2

∗ = −2𝑗,   𝑎−3 = 𝑎3
∗ = −3𝑗 
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 )تبدیل فوریه پیوسته( فصل چهارم
 تبدیل فوریه پیوسته

 : فهرست مطالب

 تبدیل فوریه -

 های متناوبتبدیل فوریه سیگنال -

 خواص تبدیل فوریه -

 تبدیل فوریه: 

 کرد:   آنالیر  را  متناوبهای سیگنالتوان که در فصل قبلی گفته شد، با استفاده از شی فوریه میهمانگونه  

 

 چه باید کرد؟ متناوبغیر  های: برای آنالیر  سیگنالسؤال

ید:   سیگنال مربعی زیر را در نظر بگیر

 

ایب شی فوریه این سیگنال   به صورت زیر هستند:  متناوبض 

 

ایب به صورت نمودار میله  تابع سینک است: ای هستند که پوش آنها به شکل این ض 



 

66 

 

 

 شود. نمایش داده می 𝑋(𝑗𝜔)با  𝑥(𝑡)شود. تبدیل فوریه سیگنال از تبدیل فوریه استفاده می متناوبهای غیر برای سیگنال

 محاسبه تبدیل فوریه: 

𝑋(𝑗𝜔) = ∫ 𝑥(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
∞

−∞

 

𝑎𝑘 =
1

𝑇
𝑋(𝑘𝜔0) ایب شی فوریه مرتبط  ض 

ایب شی فوریه یک موج پریودیک،  ض 
1

𝑇
ب در نمونه   های تبدیل فوریه یک پریود آن هستند. ض 

 : 𝑥(𝑡)محاسبه معکوس تبدیل فوریه و به دست آوردن سیگنال 

𝑥(𝑡) =
1

2𝜋
∫ 𝑋(𝑗𝜔)𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔
∞

−∞

 

پس اگر به عنوان مثال سیگنال از جنس ولتاژ باشد واحد  دهد. چگالی محتوای فرکانسی را می 𝜔تبدیل فوریه در هر  نکته: 

 محور عمودی در نمودار تبدیل فوریه آن ولت بر هرتز است. 

𝑥(𝑡)نماد تبدیل فوریه و بالعکس به این صورت است:    
    𝐹𝑇    
↔   𝑋(𝑗𝜔) 
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ایطی که می  توان تحت آنها تبدیل فوریه گرفت به این صورت است: شر

- ∫ |𝑥(𝑡)|2𝑑𝑡
∞

−∞
< ∞ 

 در یک بازه زمان  محدود تعداد محدودی ماکزیمم و مینیمم داشته باشد.  -

 داشته باشد.  -
ی

 در یک بازه زمان  محدود تعداد محدودی نقاط گسستکی

 های زیر را به دست آورید: تبدیل فوریه سیگنال: مثال

𝑥(𝑡) = 𝛿(𝑡) 

𝑋(𝑗𝜔) = ∫ 𝛿(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
∞

−∞

= 1 ⟹ 𝛿(𝑡)
    𝐹𝑇    
↔   1 

    

𝑥(𝑡) = 𝛿(𝑡 − 𝑡0) 

𝑋(𝑗𝜔) = ∫ 𝛿(𝑡 − 𝑡0)𝑒
−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

= 𝑒−𝑗𝜔𝑡0 ⟹ 𝛿(𝑡 − 𝑡0)
    𝐹𝑇    
↔   𝑒−𝑗𝜔𝑡0 

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡)     𝑎 > 0 

𝑋(𝑗𝜔) = ∫ 𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
∞

−∞

= ∫ 𝑒−𝑎𝑡𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
∞

0

= ∫ 𝑒−(𝑎+𝑗𝜔)𝑡𝑑𝑡
∞

0

=
1

𝑎 + 𝑗𝜔

⟹ 𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡)
    𝐹𝑇    
↔   

1

𝑎 + 𝑗𝜔
  

 به این صورت است:  𝑋(𝑗𝜔) )سمت راست( و زاویه )سمت چپ( در مثال اخیر اندازه

 

𝑥(𝑡) = {
1      |𝑡| ≤ 𝑇1
0      |𝑡| > 𝑇1

 

 شکل این تابع به صورت زیر است: 
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𝑋(𝑗𝜔) = ∫ 𝑥(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
∞

−∞

=
1

−𝑗𝜔
𝑒−𝑗𝜔𝑡 |

𝑇1
−𝑇1

=
2 sin(𝜔𝑇1)

𝜔
=
2𝑇1 sin(𝜔𝑇1)

𝜔𝑇1

= 2𝑇1 sinc (
𝜔𝑇1
𝜋
) 

 

 را به دست آورید:  𝑋(𝑗𝜔)معکوس تبدیل فوریه  مثال: 

𝑋(𝑗𝜔) = {
1     |𝜔| ≤ 𝜔1
اینصورت   0 درغیر

                         

𝑥(𝑡) =
1

2𝜋
∫ 𝑋(𝑗𝜔)𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔
∞

−∞

=
1

2𝜋
∫ 𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔
𝜔1

−𝜔1

=
1

2𝜋
×
1

𝑗𝑡
𝑒𝑗𝜔𝑡 |

𝜔1
−𝜔1

=
sin(𝜔1𝑡)

𝜋𝑡
  

⟹ 𝑥(𝑡) =
𝜔1
𝜋
𝑠𝑖𝑛𝑐 (

𝜔1𝑡

𝜋
) 

 

sin(𝜋𝑡)

𝜋𝑡
   تابع سینک نرمال شده

sin(𝑡)

𝑡
 تابع سینک غیر  نرمال 
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 . سینک نرمال شده مدنظر استدر این جزوه نرمال شده از منهای بینهایت تا بینهایت، یک است.  انتگرال تابع سینک

 

 خواص تبدیل فوریه

 خطی بودن -1

𝑥(𝑡)
       𝐹      
↔    𝑋(𝑗𝜔)و 𝑦(𝑡)

       𝐹      
↔    𝑌(𝑗𝜔) 

𝑎𝑥(𝑡) + 𝑏𝑦(𝑡)
       𝐹      
↔    𝑎𝑋(𝑗𝜔) + 𝑏𝑌(𝑗𝜔) 

ید. این سیگنال ترکین  از دو سیگنال مربعی است. با استفاده از تبدیل فوریه دو به عنوان مثال سیگنال  زیر را در نظر بگیر

 بیشیر به تبدیل فوریه سیگنال اصلی رسید: سیگنال مربعی می
ی

  توان با سادگ

 

𝑥1
       𝐹      
↔    2 ∗

2 sin(𝜔)

𝜔
 , 𝑥2

       𝐹      
↔    

2 ∗ 2 sin(𝜔 ∗ 2)

𝜔 ∗ 2
=
2 sin(2𝜔)

𝜔
 

 شیفت زمان   -2

𝑥(𝑡)
       𝐹      
↔    𝑋(𝑗𝜔) 

𝑥(𝑡 − 𝑡0)
       𝐹      
↔    𝑋(𝑗𝜔)𝑒−𝑗𝜔𝑡0 

𝜏 

F 
𝜏 sin𝑐 (

𝜔𝜏

2𝜋
) = 𝜏 sin𝑐(𝑓𝜏) 

 

1 
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 ، بدون تغییر خواهد ماند: تبدیلاندازه 

|𝑋(𝑗𝜔)𝑒−𝑗𝜔𝑡0| = |𝑋(𝑗𝜔)| 

 کند: فاز تبدیل به صورت خطی تغییر می

∠(𝑋(𝑗𝜔)𝑒−𝑗𝜔𝑡0) = ∠𝑋(𝑗𝜔) − 𝜔𝑡0 

 مثال: تبدیل فوریه سیگنال شکل را به دست آورید: 

 

𝑋(𝑗𝜔) = 𝑒−𝑗5𝜔/2 {
sin(𝜔/2) + 2 sin(3𝜔/2)

𝜔
} 

 همگرای  تبدیل فوریه

ایطی می  توان از سیگنال تبدیل فوریه گرفت؟ در چه شر

 به طور مطلق انتگرال پذیر باشد.  -

∫ |𝑥(𝑡)|2 𝑑𝑡
+∞

−∞

< ∞ 

 در یک بازه محدود تعداد محدودی ماکزیمم و مینیمم داشته باشد.  -

 محدود  -
ی

 باشد. در یک بازه محدود تعداد نقاط گسستکی

 متناوبتبدیل فوریه سیگنال 

 ط اول دریکله صدق نمی متناوبهای سیگنال و غیر متناوب  متناوبهای تبدیل فوریه سیگنال نوعی از  کنند. در شر

ایب شی فوریه به دست آورد. را می به توان از ض  )با مساحت متناسب با  ها این تبدیل متشکل از قطاری از ض 

ایب شی فوریه( در حوزه فرکانس است.   ض 

𝑋(𝑗𝜔)فرض کنید  = 2𝜋𝛿(𝜔 − 𝜔0)  .باشد 

𝑥(𝑡)بر این اساس:  =
1

2𝜋
∫ 2𝜋𝛿(𝜔 − 𝜔0)𝑒

𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔
∞

−∞
= 𝑒𝑗𝜔0𝑡 

𝑒𝑗𝜔0𝑡در نتیجه: 
       𝐹      
↔    2𝜋𝛿(𝜔 − 𝜔0) 

 مشاهده کرد: توان رابطه شی فوریه و تبدیل فوریه را میتر حالت کلی در 
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𝑥(𝑡) =∑𝑎𝑘𝑒
𝑗𝑘𝜔0𝑡

+∞

−∞

       𝐹      
↔    ∑2𝜋𝑎𝑘𝛿(𝜔 − 𝑘𝜔0)

+∞

−∞

 

 را به دست آورید.  cos(𝜔0𝑡)تبدیل فوریه : مثال

 

𝑥(𝑡) = sin(𝜔0𝑡) =
1

2𝑗
𝑒𝑗𝜔0𝑡 −

1

2𝑗
𝑒−𝑗𝜔0𝑡 

𝑋(𝑗𝜔) =
𝜋

𝑗
𝛿(𝜔 − 𝜔0) −

𝜋

𝑗
𝛿(𝜔 + 𝜔0) 

sin(𝜔0(𝑡 − 𝑡0))
       𝐹      
↔    (

𝜋

𝑗
𝛿(𝜔 − 𝜔0) −

𝜋

𝑗
𝛿(𝜔 + 𝜔0)) 𝑒

−𝑗𝜔𝑡0 

𝑥(𝑡)تبدیل فوریه سیگنال  = ∑ 𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇)∞
𝑛=−∞  :را محاسبه کنید 

 

 شود. میکم پالسها در حوزه فرکانس  فاصله پالسها در حوزه زمان افزایش فاصله همان گونه که مشخص است با 

 خواص تبدیل فوریه: 

𝑥(𝑡)
       𝐹𝑇      
↔     𝑋(𝑗𝜔) 

𝑥(𝑡) = cos(𝜔0𝑡) =
1

2
𝑒𝑗𝜔0𝑡 +

1

2
𝑒−𝑗𝜔0𝑡 

𝑋(𝑗𝜔) = 𝜋𝛿(𝜔 − 𝜔0) + 𝜋𝛿(𝜔 + 𝜔0) 

𝑎𝑘 =
1

𝑇
∫ 𝛿(𝑡)𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑡 𝑑𝑡

𝑇
2

−
𝑇
2

=
1

𝑇
, ∀𝑘 

𝑥(𝑡) = ∑
1

𝑇
𝑒𝑗𝑘𝜔0𝑡

+∞

𝑘=−∞

       𝐹      
↔    ∑ 2𝜋

1

𝑇
𝛿(𝜔 − 𝑘𝜔0)

+∞

𝑘=−∞

 

𝑋(𝑗𝜔) =
2𝜋

𝑇
∑ 𝛿(𝜔 − 𝑘

2𝜋

𝑇
)

∞

𝑘=−∞
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𝑥(−𝑡)
       𝐹      
↔    𝑋(−𝑗𝜔)          𝑥∗(𝑡)

       𝐹      
↔    𝑋∗(−𝑗𝜔) 

 حقیفر باشد:  𝑥(𝑡)اگر 

𝑥(𝑡) = 𝑥∗(𝑡) ⟹ 𝑋(𝑗𝜔) = 𝑋∗(−𝑗𝜔) , {
𝑅𝑒{𝑋(−𝑗𝜔)} = 𝑅𝑒{𝑋(𝑗𝜔)}زوج

𝐼𝑚{𝑋(−𝑗𝜔)} = −𝐼𝑚{𝑋(𝑗𝜔)}فرد
 

𝑥(𝑡) = 𝑥∗(𝑡) ⟹ {
|𝑋(−𝑗𝜔)| = |𝑋(𝑗𝜔)|زوج

∠𝑋(−𝑗𝜔) = −∠𝑋(𝑗𝜔)فرد
 

𝑥(𝑡) حقیفر  و زوج ⟹ 𝑋(𝑗𝜔) حقیفر  و زوج           𝑥(𝑡) حقیفر  و فرد ⟹ 𝑋(𝑗𝜔) موهومی و فرد 

𝐸𝑣{𝑥(𝑡)}
       𝐹      
↔    𝑅𝑒{𝑋(𝑗𝜔)}                         𝑂𝑑{𝑥(𝑡)}

       𝐹      
↔    𝑗Im{𝑋(𝑗𝜔)} 

𝑋(𝑗𝜔) = ∫ 𝑥(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
∞

−∞

⟹ 𝑋(0) = ∫ 𝑥(𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞

 

𝑎 برای مثال:  >  را به دست آورید.  |𝑒−𝑎|𝑡تبدیل فوریه  0

𝑒−𝑎|𝑡| = 𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡) + 𝑒𝑎𝑡𝑢(−𝑡) حقیفر  و زوج   𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡)
       𝐹𝑇      
↔     

1

𝑗𝜔+𝑎
 𝑓𝑜𝑟 𝑡 > 0 

𝑒−𝑎|𝑡| = 𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡) + 𝑒𝑎𝑡𝑢(−𝑡) = 2(
𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡) + 𝑒𝑎𝑡𝑢(−𝑡)

2
) = 2𝐸𝑣{𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡)} 

2𝐸𝑣{𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡)}
       𝐹𝑇      
↔     2𝑅𝑒 {

1

𝑗𝜔 + 𝑎
×
𝑎 − 𝑗𝜔

𝑎 − 𝑗𝜔
} =

2𝑎

𝜔2 + 𝑎2
 

 

 

            مقیاس زمان و فرکانس: 

𝑥(𝑎𝑡)
       𝐹𝑇      
↔     

1

|𝑎|
𝑋 (
𝑗𝜔

𝑎
)                                        𝑥(𝑎𝑡)

       𝐹𝑆      
↔     𝑎𝑘 
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 در حوزه فرکانس می
ی

دگ ش در حوزه زمان منجر به فشر  . شود وبالعکسگسیر

 خواص دیگر: 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡

      𝐹𝑇     
↔    𝑗𝜔𝑋(𝑗𝜔)                

𝑑𝑛𝑥(𝑡)

𝑑𝑡𝑛
      𝐹𝑇     
↔    (𝑗𝜔)𝑛𝑋(𝑗𝜔)           𝑥(𝑛)(𝑡)

       𝐹𝑆      
↔     (𝑗𝑘𝜔0)

𝑛𝑎𝑘 

∫ 𝑥(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

−∞

       𝐹𝑇      
↔     

1

𝑗𝜔
𝑋(𝑗𝜔) + 𝜋𝑋(0)𝛿(𝜔) 

∫ 𝑥(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

−∞

       𝐹𝑆      
↔     

1

𝑗𝑘𝜔0
𝑎𝑘      (𝑓𝑜𝑟 𝑥(𝑡), 𝑎0 = 0) 

 مثال: 

𝛿(𝑡)
       𝐹𝑇      
↔     1            𝑢(𝑡)

       𝐹𝑇      
↔     

1

𝑗𝜔
+ 𝜋𝛿(𝜔) 

 

𝑌(𝑗𝜔) = 𝜋𝑍(0)𝛿(𝜔) +
𝑍(𝑗𝜔)

𝑗𝜔
, 𝑍(𝑗𝜔) = −2 + 2 cos(2𝜔) = −4 sin2(𝜔) ⟹ 
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𝑌(𝑗𝜔) =
−4 sin2(𝜔)

𝑗𝜔
 

 مثال: 

 تبدیل فوریه سیگنال زیر را به دست آورید:  

 

𝑔(𝑡))از مشتق این تابع  =
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
 کنیم. استفاده می (

 

 

𝐺(𝑗𝜔) =
2 sin(𝑗𝜔)

𝑗𝜔
− (𝑒𝑗𝜔 − 𝑒−𝑗𝜔) ⟹ 𝑋(𝑗𝜔) =

𝐺(𝑗𝜔)

𝑗𝜔
+ 𝜋𝐺(0)𝛿(𝜔) 

𝑋(𝑗𝜔) =
2 sin(𝑗𝜔)

𝑗𝜔2
−
2 cos(𝑗𝜔)

𝑗𝜔
 

 کانولوشن  : )ادامه( خواص تبدیل فوریه

𝑥(𝑡)
       𝐹      
↔    𝑋(𝑗𝜔)           ℎ(𝑡)

       𝐹      
↔    𝐻(𝑗𝜔) 

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) ∗ ℎ(𝑡)            𝑌(𝑗𝜔) = 𝑥(𝑗𝜔)𝐻(𝑗𝜔) 

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑥(𝜏)ℎ(𝑡 − 𝜏) 𝑑𝜏
∞

−∞

                   𝑌(𝑗𝜔) = ∫ (∫ 𝑥(𝜏)ℎ(𝑡 − 𝜏) 𝑑𝜏
∞

−∞

) 𝑒−𝑗𝜔𝑡 𝑑𝑡
∞

−∞

 

𝑌(𝑗𝜔) = ∫ 𝑥(𝜏) (∫ ℎ(𝑡 − 𝜏) 𝑒−𝑗𝜔𝑡 𝑑𝑡
∞

−∞

)𝑑𝜏
∞

−∞

= ∫ 𝑥(𝜏)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝐻(𝑗𝜔)𝑑𝜏
∞

−∞

= 𝐻(𝑗𝜔)∫ 𝑥(𝜏)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝜏
∞

−∞

= 𝐻(𝑗𝜔)𝑋(𝑗𝜔) 
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𝑥(𝑡)خروحی  سیستم زیر را به ازاء ورودی مثال:  = 𝑒𝑗𝜔0𝑡  .به دست آورید 

 

𝑒𝑗𝜔0𝑡
       𝐹      
↔    2𝜋𝛿(𝜔 − 𝜔0) ⟹ 𝑌(𝑗𝜔) = 𝐻(𝑗𝜔)2𝜋𝛿(𝜔 − 𝜔0) = 2𝜋𝐻(𝑗𝜔0)𝛿(𝜔 − 𝜔0) 

⟹ 𝑦(𝑡) = 𝐻(𝑗𝜔0)𝑒
𝑗𝜔0𝑡 

 رابطه پارسول: 

∫ |𝑥(𝑡)|2 𝑑𝑡
∞

−∞

=
1

2𝜋
∫ |𝑋(𝜔)|2 𝑑𝜔
∞

−∞

⏞          

طیف چگالی انرژی

 

∫ |𝑥(𝑡)|2 𝑑𝑡
∞

−∞

= ∫ 𝑥(𝑡)𝑥∗(𝑡) 𝑑𝑡
∞

−∞

= ∫ 𝑥(𝑡) [
1

2𝜋
∫ 𝑋∗(𝑗𝜔)𝑒−𝑗𝜔𝑡 𝑑𝜔
∞

−∞

] 𝑑𝑡
∞

−∞

=
1

2𝜋
∫ 𝑋∗(𝑗𝜔) [∫ 𝑥(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡 𝑑𝑡

∞

−∞

] 𝑑𝜔
∞

−∞

=
1

2𝜋
∫ 𝑋∗(𝑗𝜔)𝑋(𝑗𝜔)𝑑𝜔
∞

−∞

 

ب  خاصیت ضر

𝑥(𝑡)
       𝐹      
↔    𝑋(𝑗𝜔)           ℎ(𝑡)

       𝐹      
↔    𝐻(𝑗𝜔) 

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) × ℎ(𝑡)            𝑌(𝑗𝜔) =
1

2𝜋
[𝑥(𝑗𝜔) ∗ 𝐻(𝑗𝜔)] 

 شیفت در حوزه فرکانس

𝑥(𝑡)
       𝐹      
↔    𝑋(𝑗𝜔)           𝑥(𝑡)𝑒𝑗𝜔0𝑡

       𝐹      
↔    𝑋(𝑗(𝜔 − 𝜔0)) 

 

 

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡)𝑝(𝑡)
       𝐹𝑇      
↔     

1

2𝜋
[𝑋(𝑗𝜔) ∗ 𝑃(𝑗𝜔)]  

𝑝(𝑡) = cos𝜔0𝑡
       𝐹𝑇      
↔     𝜋[𝛿(𝜔 − 𝜔0) + 𝛿(𝜔 + 𝜔0)] 

𝑌(𝑗𝜔) =
1

2
[𝑋(𝑗(𝜔 − 𝜔0)) + 𝑋(𝑗(𝜔 + 𝜔0))] 
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 کانولوشنخواص  

 جاییبهخاصیت جا

 :شودکانولوشن دو سیگنال به صورت زیر بیان می (Commutative Property) جاییخاصیت جابه

x1(t) ∗ x2(t)= x2(t) ∗ x1(t) 

 پذیریخاصیت توزیع

توان به عنوان مثال در مورد کانولوشن سه سیگنال می (Distributive Property) پذیریبرای بیان خاصیت توزیع

 :نوشت

𝑥1(𝑡) ∗ [𝑥2(𝑡)+𝑥3(𝑡)]= [𝑥1(𝑡) ∗ 𝑥2(𝑡)]+ [𝑥1(𝑡) ∗ 𝑥3(𝑡)] 

 پذیریخاصیت شرکت

 :ها در کانولوشن به صورت زیر استسیگنال (Associative Property) پذیریخاصیت شرکت

𝑥1(𝑡) ∗ [𝑥2(𝑡) ∗ 𝑥3(𝑡)] = [𝑥1(𝑡) ∗ 𝑥2(𝑡)] ∗ 𝑥3(𝑡) 

 خاصیت انتقال

 :توان آن را بیان کردکه به صورت زیر میاست  (Shifting Property) کانولوشن همچنین دارای خاصیت انتقال

𝑥1(𝑡) ∗ 𝑥2(𝑡)= 𝑦(𝑡) 

𝑥1(𝑡) ∗ 𝑥2(𝑡 − 𝑡0) = 𝑦(𝑡 − 𝑡0) 

𝑥1(𝑡− 𝑡0) ∗ 𝑥2(𝑡)= 𝑦(𝑡− 𝑡0) 

𝑥1(𝑡 − 𝑡0) ∗ 𝑥2(𝑡 − 𝑡1) = 𝑦(𝑡 − 𝑡0 − 𝑡1) 
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 مدولاسیون دامنه

ب میدر این مدولسیون  شود. ، سیگنال در حامل ض 

 

ب سیگنالهان  با تبدیل فوریه زیر چه می
 شود؟نتیجه ض 

 

 آید. نتیجه از کانولوشن این دو سیگنال در حوزه فرکانس به دست می

 

 دهد: شکل زیر مدولسیون دامنه را نشان می
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 دهد: بلوک دیاگرام زیر، یک سیستم دمودولسیون را نشان می
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𝑤(𝑡) = 𝑦(𝑡)𝑐(𝑡) = 𝑥(𝑡) cos2𝜔𝑐𝑡 =
1

2
𝑥(𝑡) +

1

2
𝑥(𝑡) cos 2𝜔𝑐𝑡 

𝑊(𝑗𝜔) =
1

2
𝑋(𝑗𝜔) +

1

4
𝑋(𝑗𝜔 − 𝑗2𝜔𝑐) +

1

4
𝑋(𝑗𝜔 + 2𝑗𝜔𝑐) 

 : (Frequency division multiplexingتسهیم سازی با تقسیم فرکانس )

شود، هر سیگنال در این نوع تسهیم سازی که برای انتقال چند کانال مختلف فرکانسی در قالب یک سیگنال استفاده می

ب می های شود و نتیجه با هم جمع میورودی در یک موج کسینوسی با فرکانس مشخص ض  نده با استفاده از فیلیر شود، در گیر

 شوند. فرکانسی از هم جدا می

 دهد. شکل زیر این عملکرد را نمایش می
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 پایتر  گذر عملکرد فیلیر 
 𝜔𝑐در اینجا فقط با تغییر  : به این صورت استعبور دهنده بخسیر از سیگنال با استفاده  از فیلیر

 تغییر می
𝜔𝑐کند. عملکرد فیلیر = 𝜔0, 𝜔𝑐 = 𝜔1, … , 𝜔𝑐 = 𝜔𝑛 

 

 شود. در این سیستم ابتدا یک شیفت در حوزه فرکانس انجام می
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 شود. شود و شیفت در جهت مقابل قبلی اعمال میسپس فیلیر اعمال می

 

 

 
ر
 خاصیت دوگای

𝑋(𝑗𝜔)شباهت رابطه  = ∫ 𝑥(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
∞

−∞
𝑥(𝑡)با   =

1

2𝜋
∫ 𝑋(𝑗𝜔)𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔
∞

−∞
-منجر به خاصیت دوگان  می 

 شود. 

𝑥(𝑡)
       𝐹      
↔    𝑋(𝑗𝜔) ⟹ 𝑋(𝑗𝑡)

       𝐹      
↔    2𝜋𝑥(−𝑗𝜔) 

 مثال: 

𝑥(𝑡) = {
1  |𝑡| ≤ 𝑇1
0  |𝑡| > 𝑇1

       𝐹      
↔    2𝑇1 sinc(𝜔𝑇1) ⟹ 𝑥(𝑡) =

sin𝑊𝑡

𝜋𝑡

       𝐹      
↔    {

1  |𝜔| ≤ 𝑊
0  |𝜔| > 𝑊

 

 

 در حالت کلّ: 

𝑓(𝑡)اگر 
       𝐹𝑇      
↔     𝑔(𝜔) توان نتیجه گرفت: می𝑔(𝑡)

       𝐹𝑇      
↔     2𝜋𝑓(−𝜔) 

 دانیم: میمثال: 
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𝑒−𝑎|𝑡|
       𝐹𝑇      
↔     

2𝑎

𝜔2 + 𝑎2
  

یم: با استفاده از خاصیت دوگان  نتیجه می  گیر

 

 ی فرکانسمشتق در حوزه

𝑥(𝑡)
    𝐹   
↔  𝑋(𝑗𝜔) ⟹ −𝑗𝑡𝑥(𝑡)

     𝐹    
↔  

𝑑𝑋(𝑗𝜔)

𝑑𝜔
,   −

1

𝑗𝑡
𝑥(𝑡) + 𝜋𝑥(0)𝛿(𝑡)

     𝐹    
↔  ∫ 𝑋(𝑗𝜂)𝑑𝜂

∞

−∞

 

𝑥(𝑡) = 𝑡𝑛
     𝐹    
↔  2𝑗𝑛𝜋𝛿(𝑛)(𝜔) 

𝑥(𝑡) کانولوشن  مثال:  = 𝑡𝑒−2𝑡𝑢(𝑡)  وℎ(𝑡) = 𝑒−4𝑡𝑢(𝑡) را به دست آورید 

𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡)
       𝐹𝑇      
↔     

1

𝑗𝜔 + 𝑎
    ,      𝑡𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡)

       𝐹𝑇      
↔     

1

(𝑗𝜔 + 𝑎)2
 

⟹ 𝑌(𝑗𝜔) = 𝑋(𝑗𝜔)𝐻(𝑗𝜔) =
1

(𝑗𝜔 + 2)2
×

1

𝑗𝜔 + 4
 

: توسعه    کش جزنی

𝑌(𝑗𝜔) =
𝐴

𝑗𝜔 + 2
+

𝐵

(𝑗𝜔 + 2)2
+

𝐶

𝑗𝜔 + 4
⟹ 𝑦(𝑡) = −

1

4
𝑒−2𝑡 +

1

2
𝑡𝑒−2𝑡 +

1

4
𝑒−4𝑡 

 رابطه پارسوال: 

𝐸∞ = ∫ |𝑥(𝑡)|2𝑑𝑡
∞

−∞

=
1

2𝜋
∫ |𝑋(𝜔)|2𝑑𝜔
∞

−∞

 

 شود. های مختلف پخش میگوید که انرژی چگونه در فرکانساین رابطه می

 به عبارنر رابطه زیر چگالی انرژی است

1

2𝜋
|𝑋(𝜔)|2 →  طیف چگالی انرژی
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 توصیف شده با معادلات دیفرانسیل LTIهای سیستم

∑𝑎𝑘
𝑑(𝑘)𝑦(𝑡)

𝑑𝑡𝑘

𝑁

𝑘=0

=∑𝑏𝑘
𝑑(𝑘)𝑥(𝑡)

𝑑𝑡𝑘

𝑀

𝑘=0

⟹∑𝑎𝑘(𝑗𝜔)
𝑘𝑌(𝑗𝜔)

𝑁

𝑘=0

=∑𝑏𝑘(𝑗𝜔)
𝑘𝑋(𝑗𝜔)

𝑀

𝑘=0

 

𝐻(𝑗𝜔) =
∑ 𝑏𝑘(𝑗𝜔)

𝑘𝑀
𝑘=0

∑ 𝑎𝑘(𝑗𝜔)
𝑘𝑁

𝑘=0

 

𝑥(𝑡): پاسخ ورودی مثال = 𝑒−𝑡𝑢(𝑡)  :را به سیستم با رابطه ذیل به دست آورید 

𝑑2𝑦(𝑡)

𝑑𝑡2
+ 4

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
+ 3𝑦(𝑡) =

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
+ 2𝑥(𝑡) 

⟹ (𝑗𝜔)2𝑌(𝑗𝜔) + 4(𝑗𝜔)𝑌(𝑗𝜔) + 3𝑌(𝑗𝜔) = (𝑗𝜔)𝑋(𝑗𝜔) + 2𝑋(𝑗𝜔) 

⟹𝐻(𝑗𝜔) =
(𝑗𝜔) + 2

(𝑗𝜔)2 + 4(𝑗𝜔) + 3
=

𝐴

𝑗𝜔 + 3
+

𝐵

𝑗𝜔 + 1
=

1
2

𝑗𝜔 + 3
+

1
2

𝑗𝜔 + 1
 

ℎ(𝑡) =
1

2
𝑒−𝑡𝑢(𝑡) +

1

2
𝑒−3𝑡𝑢(𝑡) ⟹ 𝑦(𝑡) =

1

2
𝑡𝑒−𝑡𝑢(𝑡) +

1

4
𝑒−𝑡𝑢(𝑡) −

1

4
𝑒−3𝑡𝑢(𝑡)  
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 )تبدیل فوریه گسسته( فصل پنجم
 تبدیل فوریه زمان گسسته

 شود: این فصل شامل موارد زیر می

 تبدیل فوریه گسسته -1

 خواص تبدیل فوریه گسسته  -2

 تبدیل فوریه سیگنال پریودیک -3

 خواص تبدیل فوریه -4

 های زمان گسستهتبدیل فوریه سیگنال

 معادله سنیر  

𝑥[𝑛] = ∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗𝑘𝜔0𝑛

𝑘=<𝑛>

= ∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗𝑘
2𝜋
𝑁 𝑛

𝑘=<𝑛>

 

 معادله تحلیل

𝑎𝑘 =
1

𝑁
∑ 𝑥[𝑛]𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑛

𝑘=<𝑛>

=
1

𝑁
∑ 𝑥[𝑛]𝑒−𝑗𝑘

2𝜋
𝑁 𝑛

𝑘=<𝑛>

 

 

 

 با استفاده از تعریف شی فوریه داریم: 

0

2

4

6

8

10
x[n]

0N N1 2

0

x[n]

-N N1 2-N N
n

~
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𝑥̃[𝑛] = ∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗𝑘
2𝜋
𝑁
𝑛

𝑘=<𝑛>

⟹ 𝑎𝑘 =
1

𝑁
∑ 𝑥[𝑛]𝑒−𝑗𝑘

2𝜋
𝑁
𝑛

𝑁2

𝑛=−𝑁1

=
1

𝑁
∑ 𝑥[𝑛]𝑒−𝑗𝑘

2𝜋
𝑁
𝑛

∞

𝑛=−∞

 

 شود: زیر تعریف می به صورتگسسته های زمان  سیگنال تبدیل فوریه

𝑋(𝑗𝜔) = ∑ 𝑥[𝑛]𝑒−𝑗𝜔𝑛
∞

𝑛=−∞

 

𝑋(𝑗𝜔)  2متناوب با دوره تناوب𝜋  .داشت:  در نتیجه خواهیماست 

𝑎𝑘 =
1

𝑁
𝑋(𝑒𝑗𝑘𝜔0) 

 :  رابطه سنیر 

⟹ 𝑥̃[𝑛] = ∑
1

𝑁
𝑋(𝑒𝑗𝑘𝜔0)𝑒𝑗𝑘𝜔0𝑛

𝑘=<𝑛>

=⏟

𝑁=
𝜔0
2𝜋

1

2𝜋
∑ 𝑋(𝑒𝑗𝑘𝜔0)𝑒𝑗𝑘𝜔0𝑛𝜔0

𝑘=<𝑛>

 

 به سمت بینهایت برود:  𝑥̃[𝑛]دوره تناوب اگر 

𝑁 → ∞⟹ 𝑥̃[𝑛] = 𝑥[𝑛], 𝜔0 → 0,∑𝜔0 → ∫𝑑𝜔 

( به این صورت خواهد بود  (DTFT) در نتیجه روابط اصلی تبدیل فوریه گسسته  : )معادلت تحلیل و سنیر 

𝑥[𝑛] =
1

2𝜋
∫ 𝑋(𝑗𝜔)𝑒𝑗𝜔𝑛

2𝜋

𝑑𝜔 (  سنیر)      ,       𝑋(𝑗𝜔) = ∑ 𝑥[𝑛]𝑒−𝑗𝜔𝑛
∞

𝑛=−∞

 (تحلیل) 

ایط همگران  همانند 
 همگران  تبدیل فوریه پیوسته است: شر

∑ |𝑥[𝑛]|2
∞

𝑛=−∞

< ∞                 ∑ 𝑥[𝑛]2
∞

𝑛=−∞

< ∞  
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 تعبیر تبدیل فوریه به عنوان چگالی محتوای فرکانسی: 

∑در  𝑎𝑘𝑒
𝑗𝑘𝜔0𝑛

𝑘=<𝑛> گوییم از فرکانس می𝑘𝜔0  به اندازه𝑎𝑘  .در سیگنال موجود است 

موجود در سیگنال =  𝜔مقدار فرکانس حال که انتگرال است، 
1

2𝜋
× 𝑋(𝜔) × 𝑑𝜔 

⇒ 𝑋(𝜔) = 2𝜋 ×
مقدار فرکانس 𝜔 موجود

𝑑𝜔⏟          
چگالی مقدار فرکانس موجود

= 2𝜋 ×  (چگالی محتوای فرکانس)

 

 

 را به دست آورید.  زیر گسسته   هایتبدیل فوریه سیگنالمثال: 

𝑥[𝑛] = 𝛿[𝑛] ⟹ 𝑋(𝑗𝜔) = ∑ 𝑥[𝑛]𝑒−𝑗𝜔𝑛
∞

𝑛=−∞

= ∑ 𝛿[𝑛]𝑒−𝑗𝜔𝑛
∞

𝑛=−∞

= 1 

 تبدیل فوریه و سری فوریه

 در یک نگاه

 )پیوسته( تبدیل فوریه و سری فوریه

 در یک نگاه
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𝑥[𝑛] = 𝛿[𝑛 − 𝑛0] ⟹ 𝑋(𝑗𝜔) = ∑ 𝑥[𝑛]𝑒−𝑗𝜔𝑛
∞

𝑛=−∞

= ∑ 𝛿[𝑛 − 𝑛0]𝑒
−𝑗𝜔𝑛

∞

𝑛=−∞

= 𝑒−𝑗𝜔𝑛0 

𝑥[𝑛] = 𝑎𝑛𝑢[𝑛], |𝑎| < 1 ⟹ 𝑋(𝑗𝜔) = ∑ 𝑎𝑛𝑢[𝑛]𝑒−𝑗𝜔𝑛
∞

𝑛=−∞

=∑(𝑎𝑒−𝑗𝜔)𝑛
∞

𝑛=0

=
1

1 − 𝑎𝑒−𝑗𝜔
 

 

⟹ |𝑋(𝑗𝜔)| =
1

√1 − 2 acos𝜔 + 𝑎2
  ,      ∠𝑋(𝑗𝜔) = −arctan (

asin𝜔

1 − acos𝜔
) 

 

 

 هندسی تصاعد مجموع جملات یک 

∑𝛼𝑘
𝑛

𝑘=0

= جمله اول ×
1 − (قدر نسبت)

تعداد جملات

1 − (قدر نسبت)
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𝑥[𝑛] = 𝑎|𝑛|, |𝑎| < 1 ⟹ 𝑋(𝑗𝜔) = ∑ 𝑎|𝑛|𝑒−𝑗𝜔𝑛
∞

𝑛=−∞

=
1 − 𝑎2

1 − 2 acos𝜔 + 𝑎2
 

𝑥[𝑛] = 𝑢[𝑛 + 𝑁1] − 𝑢[𝑛 − 𝑁1 − 1] = {
1   |𝑛| ≤ 𝑁1
0   |𝑛| > 𝑁1

⟹ 

𝑋(𝑗𝜔) = ∑ 𝑒−𝑗𝜔𝑛

𝑁1

𝑛=−𝑁1

= 𝑒𝑗𝜔𝑁1 ∑ 𝑒−𝑗𝜔𝑚

2𝑁1

𝑚=0

=
𝑒𝑗𝜔(𝑁1+1/2)

𝑒𝑗𝜔(1/2)
1 − 𝑒−𝑗𝜔(2𝑁1+1)

1 − 𝑒−𝑗𝜔

=
𝑒𝑗𝜔(𝑁1+1/2) − 𝑒−𝑗𝜔(𝑁1+1/2)

𝑒𝑗𝜔/2 − 𝑒−𝑗𝜔/2
=
sin(𝜔(𝑁1 + 1/2))

sin(𝜔/2)
 

 

 معکوس تبدیل فوریه نشان داده شده در شکل زیر را به دست آورید : مثال

 

𝑥[𝑛] =
1

2𝜋
∫ 𝑋(𝑒𝑗𝜔)𝑒𝑗𝜔𝑛 𝑑𝜔
2𝜋

=
1

2𝜋
∫ 𝑒𝑗𝜔𝑛 𝑑𝜔
𝑊

−𝑊

=
1

2𝜋
×
𝑒𝑗𝜔𝑛

𝑗𝑛
|
𝑊

−𝑊
=
sin𝑊𝑛

𝜋𝑛
 

𝑥[0] =
1

2𝜋
∫ 𝑋(𝑒𝑗𝜔)⏟    

1

𝑑𝜔
𝑊

−𝑊

=
𝑊

𝜋
 

 

 تبدیل فوریه سیگنال پریودیک
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𝑋(𝑗𝜔) = ∑ 2𝜋𝛿(𝜔 − 𝜔0 − 2𝜋𝑙)

∞

𝑙=−∞

 

𝑥[𝑛] =
1

2𝜋
∫ 2𝜋 ∑ 𝛿(𝜔 − 𝜔0 − 2𝜋𝑚)

∞

𝑚=−∞⏟                  
𝑒𝑗𝜔𝑛

𝑋(𝑗𝜔)

𝑑𝜔
𝜋

−𝜋

= 𝑒𝑗𝜔0𝑛 

𝑥[𝑛] = 𝑒𝑗𝜔0𝑛
     𝐹𝑇    
↔   𝑋(𝑗𝜔) = ∑ 2𝜋𝛿(𝜔 − 𝜔0 − 2𝜋𝑙)

∞

𝑙=−∞

 

 : هامثال

𝑥[𝑛] = ∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗𝑘𝜔0𝑛

𝑘=〈𝑁〉

⟹ 𝑎𝑘 =
1

𝑁
∑ 𝑥[𝑛]𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑛

𝑘=〈𝑁〉

,

𝑋(𝑗𝜔) = ∑ 2𝜋𝑎𝑘𝛿 (𝜔 −
2𝜋𝑘

𝑁
)

∞

𝑙=−∞

 

cos[𝜔0𝑛]
     𝐹𝑇    
↔   ∑ 𝜋𝛿(𝜔 + 𝜔0 − 2𝜋𝑙)

∞

𝑙=−∞

+ ∑ 𝜋𝛿(𝜔 − 𝜔0 − 2𝜋𝑙)

∞

𝑙=−∞

 

cos[𝜔0𝑛] =
1

2
𝑒𝑗𝜔0𝑛 +

1

2
𝑒−𝑗𝜔0𝑛 

sin[𝜔0𝑛]
     𝐹𝑇    
↔   ∑ 𝑗𝜋𝛿(𝜔 + 𝜔0 − 2𝜋𝑙)

∞

𝑙=−∞

+ ∑ 𝑗𝜋𝛿(𝜔 − 𝜔0 − 2𝜋𝑙)

∞

𝑙=−∞

 

sin[𝜔0𝑛] =
1

2𝑗
𝑒𝑗𝜔0𝑛 −

1

2𝑗
𝑒−𝑗𝜔0𝑛 

𝑥[𝑛] = ∑ 𝛿[𝑛 − 𝑘𝑁]

∞

𝑘=−∞

     𝐹𝑆    
↔   𝑎𝑘 =

1

𝑁
∑ 𝑥[𝑛]𝑒−𝑗𝜔0𝑛

𝑘=〈𝑁〉

=
1

𝑁
 

⟹ 𝑥[𝑛] = ∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗𝑘𝜔0𝑛

𝑘=〈𝑁〉

= ∑
1

𝑁
𝑒𝑗𝑘𝜔0𝑛

𝑘=〈𝑁〉

⟹ 𝑋(𝑗𝜔) = ∑
2𝜋

𝑁
𝛿 (𝜔 − 𝑘

2𝜋

𝑁⏟
𝑘𝜔0

)

∞

𝑘=−∞

 

 DTFTمتناوب بودن 



 

90 

 

𝑋(𝑒𝑗(𝜔+2𝜋)) = 𝑋(𝑒𝑗𝜔) 

 DTFTخطی بودن 

𝑥[𝑛]
     𝐹𝑇    
↔   𝑋(𝑒𝑗𝜔) و 𝑦[𝑛]

     𝐹𝑇    
↔   𝑌(𝑒𝑗𝜔) ⟹ 𝑎𝑥[𝑛] + 𝑏𝑦[𝑛]

     𝐹𝑇    
↔   𝑎𝑋(𝑒𝑗𝜔) + 𝑏𝑌(𝑒𝑗𝜔) 

 
ر
 معکوس زمای

𝑥[−𝑛]
     𝐹𝑇    
↔   𝑋(𝑒−𝑗𝜔) 

 و شیفت فرکانسی 
ر
 شیفت زمای

𝑥[𝑛 − 𝑛0]
     𝐹𝑇    
↔   𝑋(𝑒𝑗𝜔)𝑒−𝑗𝜔𝑛0                𝑒𝑗𝑛𝜔0𝑥[𝑛]

     𝐹𝑇    
↔   𝑋(𝑒𝑗(𝜔−𝜔0)) 

 تقارن 

𝑥∗[𝑛]
     𝐹𝑇    
↔   𝑋∗(𝑒−𝑗𝜔) 

𝑥[𝑛] = 𝑥∗[𝑛] ⟹ 𝑋(𝑒𝑗𝜔) = 𝑋∗(𝑒−𝑗𝜔) ⟹ {
𝑅𝑒{𝑋(𝑒−𝑗𝜔)} = 𝑅𝑒{𝑋(𝑒𝑗𝜔)}

𝐼𝑚{𝑋(𝑒−𝑗𝜔)} = −𝐼𝑚{𝑋(𝑒𝑗𝜔)}
 

𝑥[𝑛] = 𝑥∗[𝑛] ⟹ {
|𝑋(𝑒−𝑗𝜔)| = |𝑋(𝑒𝑗𝜔)|

∠𝑋(𝑒−𝑗𝜔) = −∠𝑋(𝑒𝑗𝜔)
 

 زوج و فرد بودن

𝑥[𝑛] حقیفر  زوج ⟹  𝑋(𝑒𝑗𝜔) حقیفر  زوج 

𝑥[𝑛] حقیفر  فرد ⟹  𝑋(𝑒𝑗𝜔) موهومی فرد  
ً
 مطلقا

𝐸𝑣{𝑥[𝑛]}
     𝐹    
↔  𝑅𝑒{𝑋(𝑒𝑗𝜔)}       𝑂𝑑{𝑥[𝑛]}

     𝐹    
↔  𝑗Im{𝑋(𝑒𝑗𝜔)} 

 مثال: 

𝑎|𝑛| = 𝑎𝑛𝑢[𝑛] + 𝑎−𝑛𝑢[−𝑛] − 𝛿[𝑛] = 2𝐸𝑣{𝑎𝑛𝑢[𝑛]} − 𝛿[𝑛] 

 

⟹ 𝑎|𝑛|
     𝐹𝑇    
↔   2𝑅𝑒 {

1

1 − 𝑎𝑒−𝑗𝜔
} − 1 =

1 − 𝑎2

1 − 2 acos𝜔 + 𝑎2
 

 : (ادامهخواص تبدیل فوریه )

 می
 
𝑎𝑛𝑢[𝑛] دانیم: از طرف

     𝐹𝑇    
↔   

1

1 − 𝑎𝑒−𝑗𝜔
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𝑥(𝑘)[𝑛] = {
𝑥 [
𝑛

𝑘
]    𝑛 𝑖𝑠 𝑎 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑒 𝑜𝑓 𝑘

0   𝑛 𝑖𝑠 𝑛𝑜𝑡 𝑎 𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑒 𝑜𝑓 𝑘
 

𝑋(𝑘)(𝑒
𝑗𝜔) = ∑ 𝑥(𝑘)[𝑛]𝑒

−𝑗𝜔𝑛

∞

𝑛=−∞

=⏞
𝑛=𝑚𝑘

∑ 𝑥(𝑘)[𝑚𝑘]𝑒
−𝑗𝜔𝑚𝑘

∞

𝑚=−∞

= ∑ 𝑥[𝑚]𝑒−𝑗(𝑘𝜔)𝑚
∞

𝑚=−∞

= 𝑋(𝑒𝑗𝑘𝜔) 

یب  ده سازی شد.  𝑘با یک ض   در حوزه فرکانس فشر

 

 

 

 

x[n]

0

x   [n ]

0

(3)
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𝑥[1تبدیل فوریه سیگنال مثال:  − 𝑛] + 𝑥[−1 − 𝑛] را به دست آورید 

𝑥[−𝑛]
     𝐹𝑇    
↔   𝑋(𝑒−𝑗𝜔), 𝑥[−(𝑛 − 1)]

     𝐹𝑇    
↔   𝑒−𝑗𝜔𝑋(𝑒−𝑗𝜔), 𝑥[−𝑛 − 1]

     𝐹𝑇    
↔   𝑒𝑗𝜔𝑋(𝑒−𝑗𝜔) 

𝑦[𝑛]
     𝐹𝑇    
↔   2 cos𝜔 𝑋(𝑒−𝑗𝜔) 

 )ادامه(:  فوریه خواص تبدیل

𝑥[𝑛]:                تفاضل − 𝑥[𝑛 − 1]
     𝐹𝑇    
↔   (1 − 𝑒−𝑗𝜔)𝑋(𝑒𝑗𝜔) 

∑:  مجموع 𝑥[𝑚]𝑛
𝑚=−∞

     𝐹𝑇    
↔   

1

1−𝑒−𝑗𝜔
𝑋(𝑒𝑗𝜔) + 𝜋𝑋(𝑒𝑗0)∑ 𝛿(𝜔 − 2𝜋𝑘)∞

𝑘=−∞ 

 : مثال

𝑢[𝑛] = ∑ 𝛿[𝑚]

𝑛

𝑚=−∞

     𝐹𝑇    
↔   

1

1 − 𝑒−𝑗𝜔
+ 𝜋 ∑ 𝛿(𝜔 − 2𝜋𝑘)

∞

𝑘=−∞

 

 نشان داده شده در شکل زیر را به دست آورید.  𝑥[𝑛]: تبدیل فوریه مثال

 

 ، ش زمان  𝑥[𝑛]را به صورت  𝑥[𝑛]برای مشاهده فایده استفاده از خاصیت گسیر = 𝑦2[𝑛] + 2𝑦2[𝑛 − نویسیم می [1

 که در آن: 

𝑦2[𝑛] = {
𝑦 [
𝑛

2
] ,    𝑖𝑓 𝑛 𝑖𝑠 𝑒𝑣𝑒𝑛

0,    𝑖𝑓 𝑛 𝑖𝑠 𝑜𝑑𝑑
 

 به صورت شکل زیر هستند:  𝑦2[𝑛]و  𝑦[𝑛]است و 
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𝑦[𝑛] = 𝑢[𝑛] − 𝑢[𝑛 − 5] ⟹  𝑌(𝑒𝑗𝜔) = 𝑒−𝑗2𝜔
sin (

5𝜔
2
)

sin (
𝜔
2
)

 

⟹ 𝑌2(𝑒
𝑗𝜔) = 𝑌(𝑒𝑗2𝜔) = 𝑒−𝑗4𝜔

sin(5𝜔)

sin(𝜔)
⟹ 𝑋(𝑒𝑗𝜔) = 𝑒−𝑗4𝜔(1 + 2𝑒−𝑗𝜔)

sin(5𝜔)

sin(𝜔)
 

⟹ 𝑋(𝑒𝑗𝜔) =
sin(𝜔(𝑁1 + 1/2))

sin(𝜔/2)
 

 : خواص سری فوریه زمان گسسته

 

 مشتق در حوزه فرکانس: 

 

𝑋(𝑒𝑗𝜔) = ∑ 𝑥[𝑛]𝑒−𝑗𝜔𝑛
∞

𝑛=−∞

⟹
𝑑

𝑑𝜔
𝑋(𝑒𝑗𝜔) = 𝑗 ∑ 𝑛𝑥[𝑛]𝑒−𝑗𝜔𝑛

∞

𝑛=−∞

 

 رابطه پارسوال: 

 

 کانولوشن: 

𝑥[𝑛] ∗ 𝑦[𝑛]
     𝐹𝑇    
↔   𝑋(𝑒𝑗𝜔)𝑌(𝑒𝑗𝜔) 

𝑛𝑥[𝑛]
     𝑇    
↔  𝑗

𝑋(𝑒𝑗𝜔) 

𝑑𝜔
 

∑ |𝑥[𝑛]|2
∞

𝑛=−∞

=
1

2𝜋
∫ |𝑋(𝑒𝑗𝜔)|

2
𝑑𝜔

2𝜋
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نتیجه کانولوشن 
sin(𝜋𝑛/4)

𝜋𝑛
∗
sin(𝜋𝑛/2)

𝜋𝑛
 را به دست آورید 

 

ℎ[𝑛] = 𝛼𝑛𝑢[𝑛], 𝑥[𝑛] = 𝛽𝑛𝑢[𝑛]     |𝛼|, |𝛽| < 1 

𝐻(𝑒𝑗𝜔) =
1

1 − 𝛼𝑒−𝑗𝜔
, 𝑋(𝑒𝑗𝜔) =

1

1 − 𝛽𝑒−𝑗𝜔
 

𝑖𝑓 𝛼 ≠ 𝛽 ⟹ 𝑌(𝑒𝑗𝜔) =
1

1 − 𝛼𝑒−𝑗𝜔
1

1 − 𝛽𝑒−𝑗𝜔
 

⟹ 𝑌(𝑒𝑗𝜔) =
𝐴

1 − 𝛼𝑒−𝑗𝜔
+

𝐵

1 − 𝛽𝑒−𝑗𝜔
⟹ 𝑦[𝑛] = 𝐴𝛼𝑛𝑢[𝑛] + 𝐵𝛽𝑛𝑢[𝑛] 

𝑖𝑓 𝛼 = 𝛽 ⟹ 𝑌(𝑒𝑗𝜔) =
1

(1 − 𝛼𝑒−𝑗𝜔)2
⟹ 𝑦[𝑛] = (𝑛 + 1)𝛼𝑛𝑢[𝑛] 

 

 آوریمنگذر در شکل زیر نشان داده شده است. پاسخ فرکانسی آن را به دست میای از یک فیلیر میان :نمونهمثال
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𝑊1(𝑒
𝑗𝜔) = 𝑋(𝑒𝑗(𝜔−𝜋)),𝑊2(𝑒

𝑗𝜔) = 𝐻𝑙𝑝(𝑒
𝑗𝜔)𝑋(𝑒𝑗(𝜔−𝜋)) 

𝑊3(𝑒
𝑗𝜔) = 𝑊2(𝑒

𝑗(𝜔−𝜋)) = 𝐻𝑙𝑝(𝑒
𝑗(𝜔−𝜋))𝑋(𝑒𝑗𝜔) ⟹ 𝑊4(𝑒

𝑗𝜔) = 𝐻𝑙𝑝(𝑒
𝑗𝜔)𝑋(𝑒𝑗𝜔) 

 پایتر  گذر است و عملکرد  خروحی  این سیستم، جمع یک فیلیر بالگذر 
 را دارد:  BandStopو یک فیلیر

 

 : معادلات تفاضلّ

∑𝑎𝑘𝑦[𝑛 − 𝑘]

𝑁

𝑘=0

=∑𝑏𝑘𝑥[𝑛 − 𝑘]

𝑀

𝑘=0

 

∑𝑎𝑘𝑒
−𝑗𝑘𝜔𝑌(𝑗𝜔)

𝑁

𝑘=0

=∑𝑏𝑘𝑒
−𝑗𝑘𝜔𝑋(𝑗𝜔)

𝑀

𝑘=0

⟹𝐻(𝑒𝑗𝜔) =
∑ 𝑏𝑘𝑒

−𝑗𝑘𝜔𝑀
𝑘=0

∑ 𝑎𝑘𝑒
−𝑗𝑘𝜔𝑁

𝑘=0

 

𝑦[𝑛]اگر  مثال:  − 𝑎𝑦[𝑛 − 1] = 𝑥[𝑛]  ،باشدℎ[𝑛]  :را به دست آورید 

𝐻(𝑒𝑗𝜔) =
1

1 − 𝑎𝑒−𝑗𝜔
⟹ ℎ[𝑛] = 𝑎𝑛𝑢[𝑛] 

𝑦[𝑛]اگر  مثال:  −
3

4
𝑦[𝑛 − 1] +

1

8
𝑦[𝑛 − 2] = 2𝑥[𝑛]  ،باشدℎ[𝑛]  :را به دست آورید 
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𝐻(𝑒𝑗𝜔) =
2

1 −
3
4
𝑒−𝑗𝜔 +

1
8
𝑒−𝑗2𝜔

=
2

(1 −
1
4
𝑒−𝑗𝜔) (1 −

1
2
𝑒−𝑗𝜔)

=
𝐴1

1 −
1
4
𝑒−𝑗𝜔

+
𝐴2

1 −
1
2
𝑒−𝑗𝜔

 

𝐴1 = 𝐻(𝑒
𝑗𝜔) (1 −

1

4
𝑒−𝑗𝜔) |

𝑒𝑗𝜔 =
1

4

= −2,     𝐴2 = 𝐻(𝑒
𝑗𝜔) (1 −

1

2
𝑒−𝑗𝜔) |

𝑒𝑗𝜔 =
1

2

= 4 

𝐻(𝑒𝑗𝜔) =
4

1 −
1
2
𝑒−𝑗𝜔

−
2

1 −
1
4
𝑒−𝑗𝜔

⟹ ℎ[𝑛] =
1

4
(
1

2
)
𝑛

𝑢[𝑛] − 2 (
1

4
)
𝑛

𝑢[𝑛] 

𝑥[𝑛]ورودی  = (
1

4
)
𝑛

𝑢[𝑛] کنیم. را به این سیستم اعمال می 

𝑋(𝑒𝑗𝜔) =
1

1 −
1
4
𝑒−𝑗𝜔

⟹ 𝑌(𝑒𝑗𝜔) = 𝑋(𝑒𝑗𝜔)𝐻(𝑒𝑗𝜔) =
2

(1 −
1
4
𝑒−𝑗𝜔)

2

(1 −
1
2
𝑒−𝑗𝜔)

 

𝐴11 = (−𝑒
−𝑗𝜔)1

𝑑

𝑑𝑒−𝑗𝜔
{𝑌(𝑒𝑗𝜔) (1 −

1

4
𝑒−𝑗𝜔)

2

} |

𝑒−𝑗𝜔 = 4

= (−𝑒−𝑗𝜔)
1

(1 −
1
2
𝑒−𝑗𝜔)

2 |

𝑒−𝑗𝜔 = 4

= −4 

𝐴12 = 𝑌(𝑒
𝑗𝜔) (1 −

1

4
𝑒−𝑗𝜔)

2

|
𝑒𝑗𝜔 =

1

4

= −2, 𝐴2 = 𝑌(𝑒
𝑗𝜔) (1 −

1

2
𝑒−𝑗𝜔)

2

|
𝑒𝑗𝜔 =

1

4

= 8 

𝑌(𝑒𝑗𝜔) =
4

1 −
1
4
𝑒−𝑗𝜔

−
2

(1 −
1
4
𝑒−𝑗𝜔)

2 +
8

1 −
1
2
𝑒−𝑗𝜔

 

𝑦[𝑛] = {−4 (
1

4
)
𝑛

− 2(𝑛 + 1) (
1

4
)
𝑛

+ 8(
1

2
)
𝑛

} 𝑢[𝑛] = {−2(𝑛 + 3) (
1

4
)
𝑛

+ 8(
1

2
)
𝑛

} 𝑢[𝑛] 

 خواص تبدیل فوریه

ب:  𝑦[𝑛]ضر = 𝑥1[𝑛]𝑥2[𝑛] 
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𝑌(𝑒𝑗𝜔) =
1

2𝜋
∫ 𝑋1(𝑒

𝑗𝜃)𝑋2(𝑒
𝑗(𝜔−𝜃))𝑑𝜃

2𝜋

 

𝑋1(𝑒های سیگنال کانولوشن پریودیکاین فرمول،  
𝑗𝜔)  و𝑋2(𝑒

𝑗𝜔)  .است 

 دهد: این مثال عملکرد کانولوشن پریودیک را نشان می

 فرض کنید: 

𝑥1[𝑛] =
sin(3𝜋𝑛/4)

𝜋𝑛
, 𝑥2[𝑛] =

sin(𝜋𝑛/2)

𝜋𝑛
, 𝑥[𝑛] = 𝑥1[𝑛]𝑥2[𝑛] 

𝑋(𝑒𝑗𝜔) =
1

2𝜋
∫ 𝑋1(𝑒

𝑗𝜃)𝑋2(𝑒
𝑗(𝜔−𝜃))𝑑𝜃

𝜋

−𝜋

 

𝜋−محدوده آن کانولوشن پریودیک است. با این تفاوت که این معادله شبیه   < 𝜃 ≤ 𝜋  .توان به شکل زیر آن می است

 را به یک کانولوشن معمولی تبدیل کرد: 

𝑋̂1(𝑒
𝑗𝜔) = {𝑋1

(𝑒𝑗𝜔)   − 𝜋 < 𝜔 ≤ 𝜋
0           𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

⟹ 

𝑋(𝑒𝑗𝜔) =
1

2𝜋
∫ 𝑋̂1(𝑒

𝑗𝜃)𝑋2(𝑒
𝑗(𝜔−𝜃))𝑑𝜃

𝜋

−𝜋

=
1

2𝜋
∫ 𝑋̂1(𝑒

𝑗𝜃)𝑋2(𝑒
𝑗(𝜔−𝜃))𝑑𝜃

∞

−∞

 

، 𝑋(𝑒𝑗𝜔)در نتیجه 
1

2𝜋
𝑋̂1(𝑒پالس مستطیلی  نامتناوببرابر کانولوشن  

𝑗𝜔)  و موج مربعی متناوب𝑋2(𝑒
𝑗𝜔)  .است 
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 برداری()نمونه فصل هفتم
 نمونه برداری

 فهرست: 

 مفهوم نمونه برداری 

  فرکانسیتجزیه و تحلیل نمونه برداری در فضای 

 قضیه نمونه برداری و و نرخ نایکوئیست 

 Undersampling  وAliasing 

از  Tهای آنالوگ به دیجیتال به تناوب هستند. برای تبدیل سیگنالپیوسته مفهوم نمونه برداری: بیشیر سیگنالهای طبیعی 

 شود. آنها نمونه برداری می

𝑥[𝑛] = 𝑥(𝑛𝑇), 𝑛 = ⋯ ,−1,0,1,2, … 

( را به صورت ویدیو، و تصویر ، صوت، لزم است سیگنال زمان پیوسته )مانند پردازش دیجیتالبرای استفاده از مزایای 

 در آورد. گسسته 

 

 دهد. دیاگرام بال تبدیل یک سیگنال آنالوگ به دیجیتال را نشان می
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 فرکانس نمونه برداری در سه حالت بال بسیار کم است. 

 

ی انجام شده است. در این دو حالت   نمونه برداری مناسبیر

 های مشابهی داشته باشند: توان در نظر گرفت که نمونههای مختلف  میسیگنال

 

ایطی سیگنال اصلی از روی نمونهرود از دست میبا نمونه برداری بسیاری از اطلاعات  ها . در این حالت باید دید با چه شر

 است. بازسازی قابل 

 برداریتابع نمونه

ب کنیم.   برای نمونه برداری از یک سیگنال باید آن را در تابع نمونه برداری ض 

𝑝(𝑡) = ∑ 𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇)

∞

𝑛=−∞

⟹ 𝑥𝑝(𝑡) = 𝑥(𝑡)𝑝(𝑡) = ∑ 𝑥(𝑡)𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇)

∞

𝑛=−∞
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 برداری در حوزه فرکانسنمونه

𝑥𝑝(𝑡) = 𝑥(𝑡)𝑝(𝑡) ⟹ 𝑋𝑝(𝑗𝜔) = 𝑋𝑝(𝑗𝜔) ∗ 𝑃(𝑗𝜔) 

⟹ 𝑋𝑝(𝑗𝜔) =
1

2𝜋
∫ 𝑋(𝑗𝜃)𝑃(𝑗(𝜔 − 𝜃))𝑑𝜃
𝜋

−𝜋

 

𝑃(𝑗𝜔) =
2𝜋

𝑇
∑ 𝛿(𝜔 − 𝑘𝜔𝑠)

∞

𝑘=−∞

⟹ 

𝑋𝑝(𝑗𝜔) =
1

𝑇
∫ 𝑋(𝑗𝜃) ∑ 𝛿((𝜔 − 𝑘𝜔𝑠) − 𝜃)

∞

𝑘=−∞

𝑑𝜃
∞

−∞

=
1

𝑇
∑ ∫ 𝑋(𝑗𝜃)𝛿((𝜔 − 𝑘𝜔𝑠) − 𝜃) 𝑑𝜃

∞

−∞

∞

𝑘=−∞

=
1

𝑇
∑ 𝑋(𝑗(𝜔 − 𝑘𝜔𝑠))

∞

𝑘=−∞

 

 ها به این صورت است: شکل این سیگنال

 

ب دو سیگنال به صورت زیر است:   نتیجه کانولوشن ض 
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 برداری شده: بازسازی از روی سیگنال نمونه

 

 پایتر  گذر  𝑋𝑝(𝑗𝜔)توان می 𝑋𝑝(𝑗𝜔)های شیفت یافته همپوشان  نباشد، از روی طیفاگر بتر  
را با استفاده از فیلیر

 بازسازی کرد. 

 قضیه نمونه برداری

𝑋(𝑗𝜔))یک سیگنال با پهنای محدود باشد  𝑥(𝑡)اگر  = 0 𝑓𝑜𝑟 𝜔 > 𝜔𝑀)توان ، می𝑥(𝑡)  را با استفاده از

𝑥(𝑁𝑇)  بازسازی کرد؛ اگر𝜔𝑠 > 2𝜔𝑀   که به𝜔𝑠 گویند. نرخ نایکوئیست می 

 ی زمانبازسازی سیگنال در دامنه

 

𝑥𝑟(𝑡) = 𝑥𝑝(𝑡) ∗ ℎ(𝑡), 𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 ℎ(𝑡) =
𝑇 sin𝜔𝑐𝑡

𝜋𝑡
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𝑥𝑟(𝑡) = ( ∑ 𝑥(𝑛𝑇)𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇)

∞

𝑛=−∞

) ∗ ℎ(𝑡) = ∑ 𝑥(𝑛𝑇)ℎ(𝑡 − 𝑛𝑇)

∞

𝑛=−∞

= ∑ 𝑥(𝑛𝑇)

∞

𝑛=−∞

𝑇 sin(𝜔𝑐(𝑡 − 𝑛𝑇))

𝜋(𝑡 − 𝑛𝑇)
 

 پایتر  گذر درونبا فرض اینکه سیگنال طیف فرکانسی 
 کنیم. یان  را اعمال میمحدودی دارد، فیلیر

 

 

به و فیلیر ایده  zero-order hold سیستمیک راه استفاده از شود. استفاده نمیآل در عمل برای نمونه برداری از قطار ض 

د و تا لحظه بعدی نگه میاین نوع سیستم مقدار سیگنال را در یک لحظه میاست.  به این نوع بازسازی نگه داشتر  دارد. گیر

 شود. گفته می  مرتبه صفر یان  دروننمونه تا نمونه بعدی 

 هان  که از آن موجود است. یافتر  سیگنال از روی نمونه : یای  درون
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 شوند. یان  مرتبه یک نقاط نمونه برداری شده به هم متصل میدر درون

 

 

Undersampling )
ر
 : )اعوجاج( Aliasingو  )نمونه برداری ناکاف

 شود. نمونه برداری کمیر از حد لزم منجر به اعوجاج می
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همانگونه که در شکل زیر نشان داده شده، نمونه برداری با فاصله زمان  بیش از حد )فرکانس کم( منجر به بازیان   مثال: 

 شود: غلط سیگنال می

 

𝑥(𝑡): نمونه برداری و بازیان  مثال = cos(𝜔0𝑡 + 𝜙) : 

 

 برداری مناسب و نامناسب برای این سیگنال نشان داده شده است. در دو نمودار زیر نمونه
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𝑥(𝑡) = cos((𝜔0 − 𝜔𝑀)𝑡 + 𝜙) 

 همانگونه که در شکل زیر نشان داده شده، سیگنال به دست آمده از بازسازی با اصلی متفاوت است. 

 

 : نمونه برداری در فضای دوبعدی

 تصویر مثالی از سیگنال دوبعدی است 

 های دوبعدی وجود دارد. برداری از سیگنالتری برای نمونههای متنوعشیوه 

 

 شده.  دوبعدی چپ سیگنال دچار اعوجاج سمت راست سیگنال اصلی، سمت

ینگ ضد اعوجاج )  : (Anti-Alias Filtering (AAF)فیلن 

 شود. استفاده می AAFقبل از نمونه برداری از فیلیر 
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 ها به این صورت است: بر روی این سیگنال AAFاثر فیلیر 
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 (تبدیل لاپلاسفصل نهم )
 تعریف تبدیل لپلاس: 

𝑋(𝑠) = ∫ 𝑥(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

−∞

 

بود. خواص آن هم با این تبدیل فرق  −0این تبدیل لپلاس با تبدیل لپلاس درس مدار متفاوت است. حد پایتر  آن از 

 دارد. 

𝑠در اینجا  = 𝜎 + 𝑗𝜔 

⇒ 𝑋(𝑠) = ∫ 𝑥(𝑡)𝑒−𝜎𝑡𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡
∞

−∞
= 𝐹{𝑥(𝑡)𝑒−𝜎𝑡}  

غم نداشتر  تبدیل فوریه تبدیل لپلاس داشته باشد.  𝑥(𝑡)شود که گاهی باعث می 𝑒−𝜎𝑡وجود   علیر

های ناپایدار را انجام داد. حنر با استفاده از آن سیستمنالیر  توان آبر خلاف تبدیل فوریه، با استفاده از تبدیل لپلاس می

 توانیم بگوییم سیستم چقدر لب مرز پایداری و ناپایداری است. می

و  در مخابرات قابل استفاده نیستند چون سیگنال کسینوسیسیگنالهای کسینوسی و مربعی تبدیل لپلاس ندارند پس 

های پایتر  گذر در مخابرات خیلی مهم هستند. 
 فیلیر

 : تبدیل لپلاس عبارات زیر را بدست آورید: مثال 

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡) → 𝑋(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡)𝑒−(𝜎+𝑗𝜔)𝑡𝑑𝑡
∞

−∞

= ∫ 𝑒−(𝜎+𝑗𝜔+𝑎)𝑡𝑑𝑡
∞

0

= −
1

𝜎 + 𝑗𝜔 + 𝑎
[𝑒−(𝜎+𝑗𝜔+𝑎)𝑡]

0

∞ 𝑖𝑓 𝑎+𝜎>0
→      

1

𝑠 + 𝑎
 

طی تبدیل فوریه داریم که  𝑅𝑒{𝑠}پس به شر > −𝑎 (  باشد. به این ناحیه همگرانRegion of convergency گفته )

 شود. می

 



 

108 

 

𝑥(𝑡) = −𝑒−𝑎𝑡𝑢(−𝑡) → 𝑋(𝑠) = ∫ −𝑒−𝑎𝑡𝑢(−𝑡)𝑒−(𝜎+𝑗𝜔)𝑡𝑑𝑡
∞

−∞

= −∫ 𝑒−(𝜎+𝑗𝜔+𝑎)𝑡𝑑𝑡
0

−∞

=
1

𝜎 + 𝑗𝜔 + 𝑎
[𝑒−(𝜎+𝑗𝜔+𝑎)𝑡]

−∞

0 𝑖𝑓 𝑎+𝜎<0
→      

1

𝑠 + 1
, 𝑅𝑂𝐶: 𝑅𝑒{𝑠} < −𝑎 

 

 

 پس برای تبدیل لپلاس علاوه بر عبارت تبدیل لپلاس ناحیه همگران  آن هم مهم است. 

𝑥(𝑡) = 3𝑒−2𝑡𝑢(𝑡) + 2𝑒−𝑡𝑢(𝑡) → 𝑋(𝑠) = ∫ (3𝑒−2𝑡 + 2𝑒−𝑡)𝑢(𝑡)𝑒−(𝜎+𝑗𝜔)𝑡𝑑𝑡
∞

−∞

=
3

𝑠 + 2⏟  
𝑅𝑒{𝑠}>−2

+
2

𝑠 + 1⏟  
𝑅𝑒{𝑠}>−1

=
3

𝑠 + 2
+

2

𝑠 + 1⏟        
𝑅𝑒{𝑠}>−1

=
5𝑠 + 7

(𝑠 + 2)(𝑠 + 1)⏟        
𝑅𝑒{𝑠}>−1

 

ROC 
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𝑥(𝑡) = 𝑒−2𝑡𝑢(𝑡) + 𝑒−𝑡(cos 3𝑡)𝑢(𝑡) ⇒ 𝑥(𝑡)

= 𝑒−2𝑡𝑢(𝑡) +
1

2
𝑒−(1−3𝑗)𝑡𝑢(𝑡) +

1

2
𝑒−(1+3𝑗)𝑡𝑢(𝑡) ⇒ 𝑋(𝑠)

=
1

𝑠 + 2⏟  
𝑅𝑒{𝑠}>−2

+
1

2

1

𝑠 + 1 − 3𝑗⏟        
𝑅𝑒{𝑠}>−1

+
1

2

1

𝑠 + 1 + 3𝑗⏟        
𝑅𝑒{𝑠}>−1

=
2𝑠2 + 5𝑠 + 12

(𝑠2 + 2𝑠 + 10)(𝑠 + 2)
, 𝑅𝑂𝐶: 𝑅𝑒{𝑠} > −1 

و قطب رسم  گوییم. و دیاگرام صفر می« قطب»های مخرج و به ریشه« صفر»های صورت های گویا به ریشه X(s)برای 

 کنیم. می

 ایم: دهیم. مثلا در ادامه نمودار صفر و قطب را برای یک تبدیل لپلاس نوشتهنشان می xو قطبها را با  oصفرها را با 

𝑠 − 1

(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)
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2𝑠2 + 5𝑠 + 12

(𝑠2 + 2𝑠 + 10)(𝑠 + 2)
 

 

 قطب داشته باشیم.  شود کهنمی ROCدر 

 برای نمودار بال یک صفر هم در بینهایت داریم. 

𝑥(𝑡) = 𝛿(𝑡) ⇒ 𝑋(𝑠) = ∫ 𝑥(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

−∞

= ∫ 𝛿(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

−∞

= 1, 𝑅𝑂𝐶 =  کل صفحه
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ً
د.  ROCداخل   𝑗𝜔زمان  سیگنال تبدیل فوریه دارد که محور عمدتا 𝑥(𝑡)به عنوان مثال قرار بگیر = 𝑒−2𝑡  تبدیل

𝑥(𝑡)فوریه دارد ولی  = 𝑒2𝑡  .تبدیل فوریه ندارد 

∫در مواردی که عبارت  |𝑥(𝑡)|𝑑𝑡
∞

−∞
< ∫برقرار نیست ولی  ∞ |𝑥(𝑡)|2𝑑𝑡

∞

−∞
< برقرار است، با استفاده از تابع  ∞

به تبدیل فوریه تعریف کردیم مثل  ℎ(𝑡)ض  = sin
𝜔0(𝑡)

𝜋𝑡
ط اول برقرار    که تبدیل فوریه آن نا پیوسته مربعی شد. اگر شر

 شد. این سیگنال اصلا تبدیل فوریه ندارد. بود تبدیل فوریه هم پیوسته می

 

𝑥(𝑡)و تبدیل لپلاس سیگنال حال تبدیل فوریه  = 𝑒𝑗𝜔0𝑡𝑢(𝑡) کنیم. را محاسبه می 

 کنیم: از تابع زیر که قبلا تبدیل لپلاس آن را بدست آوردیم استفاده می

𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡) →
1

𝑠 + 𝑎
 

 کنیم: جایگذاری می

𝑒𝑗𝜔0𝑡𝑢(𝑡) →
1

𝑠 − 𝑗𝜔0
, 𝑅𝑂𝐶: 𝑅𝑒{𝑠} > 0 

به تبدیل قطب دارد و تبدیل فوریه ندارد ولی ما با روش 𝑗𝜔آنچه مشخص است روی محور  هان  با استفاده از تابع ض 

 فوریه در نظر گرفته بودیم: 

𝑒𝑗𝜔0𝑡𝑢(𝑡) →
1

𝑗(𝜔 − 𝜔0)
+ 𝜋𝛿(𝜔 − 𝜔0) 

خواهد تأکید کند که این حالت کند میاستفاده می 𝑋(𝜔)به جای  𝑋(𝑗𝜔)در جان  که در متر  کتاب برای تبدیل فوریه از 

 تبدیل لپلاس است که در اینجا صادق نیست و ما استفاده نکردیم. خاض از 

 

 : ROCخواص  

１) ROC  شامل نوارهان  موازی محور𝑗𝜔  .است 

𝜎0کنیم، اگر ثابت می + 𝑗𝜔0 ∈ 𝑅𝑂𝐶  آنگاه∀𝜔: 𝜎0 + 𝑗𝜔 ∈ 𝑅𝑂𝐶 توان چنتر  نتیجه گرفت: بر این اساس می 

𝑋(𝑠) = 𝐹{𝑥(𝑡)𝑒−𝜎0𝑡} ⇒ ∫ |𝑥(𝑡)|𝑒−𝜎0𝑡𝑑𝑡
∞

−∞

< +∞ 

 شامل هیچ قطن  نیست ROCگویا   𝑋(𝑠)برای  (２

 انتگرال پذیر باشد آنگاه  𝑥(𝑡)اگر  (３
ً
 کل صفحه است.   ROCدوره محدود داشته باشد و مطلقا
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∫ |𝑥(𝑡)|𝑑𝑡
𝑇2

𝑇1

< +∞ ∶   انتگرال پذیر بودن
ً
 مطلقا

 باشد )از جان  به بعد مقدار دارد( آنگاه  𝑥(𝑡)اگر  (４
 هم دست راسنر است.  ROCدست راسنر

 هم دست چنی است.  ROCدست چنی باشد )از جان  به بعد مقدار دارد( آنگاه  𝑥(𝑡)اگر  (５

تواند دو تا نوار باشد. اثبات با یعن  نمی تواند یک نوار باشد )یا تهی باشد(. می ROCاگر سیگنال دو طرفه باشد،  (６

 استفاده از دو خاصیت قبلی است. 

ش می شود توسط قطبها محدود می ROCگویا باشد یا   𝑋(𝑠)اگر  (７  ROCیابد. )با عبارنر مرز یا تا بینهایت گسیر

 باید چسبیده به یک یا چند تا از قطبها باشد.(

ین قطب است، اگر دست چنی  ROCدست راسنر باشد،  𝑥(𝑡)گویا باشد، اگر   𝑋(𝑠)اگر  (８ سمت راست بزرگیر

ین قطب است.  ROCباشد،   سمت چپ کوچکیر

𝑋(𝑠)را که تبدیل لپلاس آنها  هان  : تمام سیگنالمثال =
1

(𝑠+1)(𝑠+2)
 است، بدست آورید.  

1

𝑠 + 𝑎
, 𝑅𝑒{𝑠} > −𝑅𝑒{𝑎}

ℱ−1

→  𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡) 

1

𝑠 + 𝑎
, 𝑅𝑒{𝑠} < −𝑅𝑒{𝑎}

ℱ−1

→  −𝑒−𝑎𝑡𝑢(−𝑡) 

𝑋(𝑠) =
1

(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)
=

1

𝑠 + 1
−

1

𝑠 + 2
 

 

𝑥1(𝑡) = 𝑒
−𝑡𝑢(𝑡) − 𝑒−2𝑡𝑢(𝑡) 

𝑥2(𝑡) = −𝑒
−𝑡𝑢(−𝑡) − 𝑒−2𝑡𝑢(𝑡) 

𝑥3(𝑡) = −𝑒
−𝑡𝑢(−𝑡) + 𝑒−2𝑡𝑢(−𝑡) 
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شود. فقط سیگنال همگران  مربوط به هر کدام از سه سیگنال بال در اینجا رسم شده است. که در بال مشاهده میناحیه 

 را در بر دارد.  𝑗𝜔( تبدیل فوریه دارد چون فقط این ناحیه است که محور 1اول )

 

 فرمول تبدیل معکوس لاپلاس

 هم داده شده است. ROCکنیم فرض می

𝑋(𝜎0 + 𝑗𝜔) = ℱ{𝑥(𝑡)𝑒
−𝜎0𝑡} ⇒ 𝑥(𝑡)𝑒−𝜎0𝑡 =

1

2𝜋
∫ 𝑋(𝜎0 + 𝑗𝜔)𝑒

𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
∞

−∞

⇒ 𝑥(𝑡)

=
1

2𝜋
∫ 𝑋(𝜎0 + 𝑗𝜔)𝑒

(𝑗𝜔+𝜎0)𝑡𝑑𝜔
∞

−∞

𝑠=𝜎0+𝑗𝜔
→      𝑥(𝑡) =

1

2𝜋𝑗
∫ 𝑋(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠
𝜎0+𝑗∞

𝜎0−𝑗∞

 

 داشته باشد. برای بررسی ریاض  این موضوع به معلومات ریاض  مهندسی نیاز است. تبدیل  𝜎0این عبارت نباید به 
ی

بستکی

روی یک منحن  بسته که در آن هیچ قطن  نیست  𝐹(𝑠)تحلیلی است. انتگرال یک تابع تحلیلی  ROCلپلاس در ناحیه 

 به این صورت است: 

∮𝐹(𝑠)𝑑𝑠 = 0 

ی بال رفته   در ان انتگرال مهم نیست.  𝜎0در نتیجه  و پایتر  بیاییم نتیجه صفر است. پس اگر از یک مسیر انتگرال گیر

 

 خواص تبدیل لاپلاس
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 :  شیفت زمان 
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 : sشیفت در حوزه 

 

 شود: بزرگیر می ROCمقیاس زمان  

ℒ[𝑥(𝑎𝑡)] =
1

|𝑎|
𝑋 (
𝑠

𝑎
) , 𝑅𝑂𝐶 = |𝑎|𝑅 

Conjugation : 

 

 اثبات: 

 

 کانولوشن: 

 

 

ب در  ROCشکل کتاب اشتباه است و در  time scalingبرای   شود نه تقسیم. می aمحدوده ض 
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 Zفصل دهم: تبدیل 
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